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Книга содержит точные решения около 1200 нелинейных уравнений
математической физики и механики. Рассматриваются уравнения

параболического, гиперболического, эллиптического и других типов. Описано

много новых решений нелинейных уравнений. Особое внимание уделено

уравнениям общего вида, которые зависят от произвольных функций. Помимо

уравнений второго порядка рассматриваются также уравнения третьего,

четвертого и более высоких порядков. В целом справочник содержит больше

нелинейных уравнений математической физики и точных решений, чем любые

другие книги.

Приведены решения уравнений, встречающихся в различных областях

теоретической физики, механики и химической технологии (в теории тепло- и

массопереноса, теории волн, гидродинамике, нелинейной акустике, теории

горения, нелинейной оптике, ядерной физике и др.).
В приложении описаны методы обобщенного и функционального разделения

переменных. Рассмотрены конкретные примеры применения этих методов для

построения точных решений нелинейных уравнений с частными производными.

Справочник предназначен для широкого круга научных работников,
преподавателей вузов, инженеров и студентов, специализирующихся в различных
областях математики, физики, механики, теории управления и инженерных наук.
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ПРЕДИСЛОВИЕ
Точные решения (в замкнутом виде) дифференциальных уравнений математической физики

всегда играли и продолжают играть огромную роль в формировании правильного понимания

качественных особенностей многих явлений и процессов в различных областях естествознания.

Точные решения нелинейных уравнений наглядно демонстрируют и позволяют разобраться в

механизме таких сложных нелинейных эффектов, как пространственная локализация процессов

переноса, множественность или отсутствие стационарных состояний при определенных услови-
условиях, существование режимов с обострением и др. Даже те частные точные решения дифференци-
дифференциальных уравнений, которые не имеют ясного физического смысла, могут быть использованы в

качестве «тестовых» задач при проверке корректности и оценке точности различных численных,

асимптотических и приближенных аналитических методов. Кроме того, допускающие точные

решения модельные уравнения и задачи служат основой для разработки новых численных, асим-

асимптотических и приближенных методов, которые, в свою очередь, позволяют исследовать уже

более сложные задачи тепло- и массопереноса, не имеющие точного аналитического решения.

Большинство уравнений прикладной и теоретической физики, химии и биологии содержат

параметры или функции, которые находятся экспериментально и потому не строго фиксиро-
фиксированы. В то же время уравнения, моделирующие реальные явления и процессы, должны быть

достаточно просты для того, чтобы их можно было успешно проанализировать и решить. В ка-

качестве одного из возможных критериев простоты можно принять требование, чтобы модельное

уравнение допускало решение в замкнутом виде. При этом особый интерес для приложений

представляют собой уравнения, зависящие от произвольных функций или содержащие много

свободных параметров, которые можно задавать по усмотрению исследователя.

В книге приведены точные решения около 1200 нелинейных уравнений математической фи-
физики второго, третьего, четвертого и более высоких порядков. Описано много новых решений.

При отборе материала авторы отдавали наибольшее предпочтение следующим трем важным

типам уравнений:
• Уравнениям, которые встречаются в различных приложениях (в теории тепло- и массо-

массопереноса, теории волн, гидродинамике, теории горения, нелинейной оптике, ядерной физике,
химической технологии, биологии и др.).

• Уравнениям общего вида, которые зависят от произвольных функций.
• Уравнениям, которые допускают точные решения, зависящие от произвольных функций.
В целом справочник содержит больше нелинейных уравнений математической физики и

точных решений, чем любые другие книги.

В книге имеется приложение, где описаны новые методы построения точных решений нели-

нелинейных уравнений математической физики и механики с обобщенным и функциональным раз-
разделением переменных. Эти методы основаны на исследовании соответствующих функциональ-
функциональных и функционально-дифференциальных уравнений, которые содержат неизвестные функции
разных переменных. Приведены примеры использования методов обобщенного и функциональ-
функционального разделения переменных для построения точных решений нелинейных уравнений тепло-

и массопереноса, теории волн, гидродинамики и уравнений общего вида, которые зависят от

произвольных функций.
Расположение уравнений во всех главах книги отвечает принципу «от простого к сложно-

сложному». Многие разделы можно читать независимо друг от друга, что облегчает работу с матери-

материалом. Обширное оглавление поможет читателю находить искомые уравнения.

Для максимального расширения круга потенциальных читателей с разной математической
подготовкой авторы по возможности старались избегать использования специальной термино-
терминологии. Поэтому некоторые результаты описаны схематически и упрощенно (опущены детали),
чего вполне достаточно для их применения в большинстве приложений.

Авторы благодарят А. И. Журова и Ф. Л. Черноусько за полезные обсуждения и замечания.

Авторы надеются, что справочник окажется полезным для широкого круга научных работ-
работников, преподавателей вузов, инженеров и студентов, специализирующихся в области приклад-
прикладной математики, механики, физики, теории управления и химической технологии.

Авторы



НЕКОТОРЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ И ЗАМЕЧАНИЯ

Латинский алфавит

С\, Сг,... — произвольные постоянные;

г, ip, z — цилиндрические координаты, г = \Jx2 + у2;
г, в, ip — сферические координаты, г = \/х2 + у2 + z2;

t — время (t ^ 0);

w — искомая функция (зависимая переменная);
x,y,z

—

пространственные переменные (декартовы координаты);
х\,... ,хп

—

декартовы координаты в n-мерном пространстве.

Греческий алфавит
Д — оператор Лапласа:

=

"Si5" ~*~ "а в ДвУмеРНОм случае,

^ = тЬ^ + Ти?~
**¦ "аТ2 в трехмерном случае,

71
2

А = 1С "а?5
в и-мерном случае;

ДД — бигармонический оператор, ДД = -i^pc + 2 gxie г + ~§~~i в двумерном случае.

Краткие обозначения производных
Частные производные:

„ dw „ dw „ d2w „ 92ш 93ш
atW = —, a,w =

—, a»* =

-gjr, d*xw = —, dxxxw=—.

Обыкновенные производные функции / = f(x):

j.i df j.// d f .hi d f rim " / *(n) " / \ c

Jx
—

! Jxx = T) Jxxx = Ti Jxxxx = T> Jx — ПРИ "?«¦
dx dx2 dx6 dxA dxn

Замечания

f(x)
1. В формулах, содержащих выражения типа

,
часто не оговаривается, что а ф 2.

а — 2

2. При ссылках в тексте на конкретные уравнения запись вида «3.1.2.5» означает «уравнение 5

из раздела 3.1.2».

0 Этим знаком помечены ссылки на литературные источники, когда:

а) хотя бы одно из приведенных выше решений получено в цитируемой работе (даже если

решение там было приведено с «устранимыми» ошибками в знаках и коэффициентах);
б) в цитируемой работе содержится полезная дополнительная информация, относительно

рассматриваемого уравнения и его решений.



1. Уравнения параболического типа с одной
пространственной переменной

1.1. Уравнения со степенными нелинейностями

1.1.1. Уравнения вида — = a^L + f(w)9t дх2

dw 8w ,

~аГ
=

-to* + aw{1 ~

Уравнение Фишера. Это уравнение встречается в задачах тепло- и массопереноса, теории горе-

горения, биологии и экологии. Оно описывает, например, массоперенос в двухкомпонентной непо-

неподвижной смеси при наличии объемной химической реакции квазипервого порядка. Кинетиче-

Кинетическая функция f(w) = aw(l — w) моделирует также автокаталитическое цепное преврашение в

теории горения.
Частный случай уравнения 1.1.1.5 при т = 2.

1°. Точные решения (С
—

произвольная постоянная):

w(x,t) = [l + Сехр(—-|-а? ± ¦§¦>

w(x,t) = [-1 + Сехр(-|-а? ± ±-\

1 + 2Сехр(--|-а?± -?-w(x t) = ——§ 6
Т.

[l + Cexp(-fat±-i-4/=6Hz)]2
О точных решениях см. также п. 2° уравнения 1.1.1.5.

2е. Замена U = 1 — w приводит к уравнению аналогичного вида с параметром а\ = —а:

0 Литература: М. J. Ablowitz, A. Zeppetella A978), В. П. Маслов, В. Г. Данилов, К. А. Волосов A987).

_ dw
2

Частный случай уравнения 1.1.1.6 при m = 2.

1°. Существуют три стационарных однородных решения: w = Wk, где wi = 0, u/2 = 1, ^з = а.

Стационарное неоднородное решение задается неявно (А, В — произвольные постоянные):

dw

1ж, = ±х + В.

2°. Решения типа бегущей волны (А, В, С — произвольные постоянные):

w(x,t) —
+ Аехр[±-|-\/2ах+-|-аB-а)«]

'

=
Аехр[±±

w(x,t) = \ + \ th[±^-v^x + i(l - 2a)t + А],
w(x,t) = \а + \atb[±\s/2ax + \а{а - 2)t + А],
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w(x,t) = i(l + а) + |A - a) th[±-i-v^(l - 0I + |A - a2)t + A],
i *\ 2а

1Ю\Х Ь) =

w(x,t) = i + icth[±i
w{x,t) = }a+ \acth[±\\/2ax+ \a{a-2)t + A],
w(x,t) = -|-A + a) + -|-(]. — a)cth[±-i-\/2 A — a)z + i(l —

, ... 2a
u>(:c,t} =

A + a) - A - a)cth[±iv/2 A - a)x + |A - a2)* + -

3°. «Двухфазное» решение:

w(x,t) =
1)+5ехр(г2)

& x (± - a)t,
где А, В, С — произвольные постоянные.

4°. Укажем два преобразования, сохраняющих вид исходного уравнения. Замена и = 1 — w

приводит к уравнению аналогичного вида с параметром ai = 1 — а:

ди д2и ,„ w.

Преобразование

v(z,r) = l w(x,t), т — a2t, z — ах

приводит к уравнению аналогичного вида с параметром аг = 1 — a

dv
_

d2v . /
_

1

дт dz2 V a

Поэтому, если функция w — w(x,t; а) является решением рассматриваемого уравнения, то

функции
мл = 1 — w(x,t; I — a),

ах,a t; 1 — a J
также будет решением этого уравнения. Сказанное позволяет «размножать» точные решения.

5°. Точное решение при a = — 1:

z = Ci exp(-^-z + \t) + C2 exp(-^-x + f t) + C3,

где Ci, C2, Сз — произвольные постоянные, U — U(z) — функция Вейерштрасса, удовлетво-
удовлетворяющая уравнению U"z = 2U3.

0 Литература: Т. Kawahara, M. Tanaka A983), N. Н. Ibragimov A994), В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин A996).

„
dw

3

Частный случай уравнения 1.1.1.6 при т = 2, а = —а/37. Ь = а(/3 + 7). c = "~а-

1°. Решения типа бегущей волны (С— произвольная постоянная):

Ш(Х<) =
+ 1^/3B7 - 0)t]

'

^а(/32 -72)*] +7
у)х + ia(/J> - 72)*]

Второе решение можно записать в следующем виде;

W(x t) -

где z = ±±V^@ - y)x + \
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2е. «Двухфазное решение» (А, В, С—произвольные постоянные):

где

¦? 0:7G - 2E)t.

Одну из констант А, В, С можно положить равной ±1.

3°. При а > 0 преобразование w = [3U, t = а[32т, х = ±^/о/3? приводит к уравнению 1.1.1.2

относительно [/(?,т), где a = 7//З.

,
dw 82w

,
и

4 + b

1°. Решение типа бегущей волны (А — произвольная постоянная):

w = -w(z), z = х + At,

где функция w(z) описывается автономным обыкновенным дифференциальным уравнением

aw"zz — \wz + bw =0.

2°. Автомодельное решение:

где функция и(?) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

Уравнение Колмогорова
— Петровского — Пискунова. Это уравнение встречается в задачах

тепло- и массопереноса, теории горения, биологии и экологии.

1°. Точные решения (С — произвольная постоянная):

Mx)]Tr^", (I)

w(x,t)= [-C + Сехр(М±цх)} 1- , B)

где параметры А, р., /3 определяются по формулам

_
a(l -m)(m+3) / дA - mJ

2(m + l)
' Р~ У 2(m + l)

'

2°. Решения A) и B) являются частными случаями более широкого класса решения типа

бегущей волны

w = w{z), z = х + at,

которые описываются автономным уравнением

w"z - aw'z +aw + bwm = 0. C)

Точное решение уравнения C) при

можно записать в параметрическом виде

__

т + 3
— In\kC1 / —===== + С/2 , о =

1 L
J

тп + 3 J Vl ±rm+1 J 2A;2
'

= o?r

где С\ и Съ — произвольные постоянные, т— параметр.
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Уравнение C) заменой U(w) = w'z приводится к уравнению Абеля

UUi -trU + aw + bwm = 0. D)

В книге В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина B001 а) приведены точные решения уравнений
C), D) для некоторых пар параметров т, а (а = 1, Ъ— любое).
0 Литература: P. Kaliappan A984), В. П. Маслов, В. Г. Данилов, К. А. Волосов A987), В. Ф. Зайцев
А. Д. Полянин A996).

Это уравнение встречается в задачах тепло- и массопереноса, теории горения, биологии и

экологии.

1°. Точные решения (С — произвольная постоянная):

1

w(x,t) = [Р + С exp(\t + цх)] 1-™
, A)

где параметры /3, А, /х определяются из системы алгебраических уравнений

ар2 + ЬР + с = 0, B)

ц2 - A - т)\ + а{1 - тJ = 0, C)

//-А + A-т)[2а+(Ь//3)] = 0. D)

Квадратное уравнение B) для /3 решается независимо. В общем случае система B)-D)
дает четыре набора искомых параметров, которым отвечают четыре точных решения исходного

уравнения.

2°. Решение A) является частным случаем более широкого класса решений типа бегущей волны

го = w(z), z — x + at,

которые описываются автономным уравнением

w"z - aw'z +aw + bwm + cw2 '1= 0. E)

Замена [/(го) = w'z приводит E) к уравнению Абеля

UU'W - crU + aw + bwm + сш2™-1 = 0,

общие решения которого для некоторых т (на параметры а, Ь, с накладываются ограничения)
приведены в книге В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина B001а).

7. — = -^ + а™™ + bmwm -

at axJ

Решение типа бегущей волны (А— произвольная постоянная):

го = w(z), z = х + Xt,

где функция w(z) описывается автономным обыкновенным дифференциальным уравнением

w'z'z ~ Аго; + аги  + bmwm - m^w2™'1 = 0. A)

Можно показать, что при А = 1 однопараметрическое семейство решений уравнения A)
удовлетворяет уравнению первого порядка

го;=го-6гот + -^-. B)
mb

Интегрируя B), получим решение в неявном виде (А— любое):

a + mbw — mb2vim mb

В частном случае а = 0 из формулы C) имеем

= {Сехр[A - m)z] +b}"ir
где С— произвольная постоянная.
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1.1.2. Уравнения вида —^- = а—^- + f(x,t,w)

.
aw 82w

. , . ...fc .

Частный случай уравнения 1.6.1.2 при f(z,w) = sizk + S2Wn.

.
8w Э2™

. , . . . .,fc

Частный случай уравнения 1.6.1.2 при f(z,w) = s(w + z)k.

„
dw d2w ,, xk n

3 + (te + t)

Частный случай уравнения 1.6.1.2 при f{z,w) = szkwn.

'

~~аТ
~ а

дх2
+ * х w '

Автомодельное рен]ение:

7
где функция и = w(f) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

1 , 2n + m + 2 ,fc n

5. = a
— + se

T
w .

at ax2

Частный случай уравнения 1.6.1.2 при f(z,w) = sezwn.

1.1.3. Уравнения вида ~ - a-^- + f(x,t,w)^- + g(x,t,w)

. dw a2w , dw
+ /ггго™3.

Частный случай уравнения 1.6.2.3 при /(<) = Ь. Переходя от t, x к новым переменным

t, z = х + Ы, получим более простое уравнение

dw d2w
, п, , пп

= а—— + cw + kiw
* + K2W г,

dt dz2

частные случаи которого рассматриваются в разд. 1.1.1.

„
dw 82W , n

dw
, mi , , m2

2. —— = a — + bt — h cw + fciio + к2го •

9t 5а;2 дх

Частный случай уравнения 1.6.2.3 при f(t) = btn. Переходя от t, x к новым переменным

t, z = х н tn+:, получим более простое уравнение
п + 1

dt dz*

частные случаи которого рассматриваются в разд. 1.1.1.

_ dw a2w aw
'

~~дТ
~

ax2
+ w~dx'

Уравнение Бюргерса.
1°. Точные решения (А, В, Л— произвольные постоянные):

,
. А — х

w(x,t) = -5-—,
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4х + 2А

w{x,t) =
+Ax+2t + B

G(x2 + It + A)

2Л

к '

exp[A(x-Xt)) +B

{x,t) = -A + 2Ath[A(x - At) + B],

w(x,t) = -\ + 2Atg[A(Xt-:
. . 2Acos(Ax + А)

w(x,t) =
Bexp{\2t) +s\n(\x

,
,s

2 Г (i + AJir_ , ,f x+A
w(x,t) = —- exp --b '—\\B + AeitlK J

/r(t + A) L 4(i + A)JL
1 fz

где erf z = / exp(—?,2)d? — интеграл вероятностей (функция ошибок).
Vv Jo

2°. Другие решения можно получить по формуле (преобразование Хопфа— Коула)

»(*,*) = -¦?-. 0)
и дх

где и = u(x,t)—решение линейного уравнения теплопроводности с постоянными коэффици-

коэффициентами
ди

_ вРи_ ,_.

~dt
~

~д^' ( '

Об этом уравнении см. книги А. Н. Тихонова, А. А. Самарского A972), В. С. Владимирова

A985), А. Д. Полянина B001 Ь).

3°. Задача Коши. В области —со < х < оо задано начальное условие

w = f(x) при t = 0.

Решение задачи Коши:

,t) = 2—]aF(x,t),
ах

где

4°. Уравнение Бюргерса связано с линейным уравнением теплопроводности B) преобразова-

преобразованием Беклунда
ди 1
— иш = 0,дх 2

ди 1 diuw)
_

„

dt ~2 дх

Это преобразование используется при решении конкретных краевых задач.

0 Литература: О. В. Руденко, С. И. Солуян A975), N. Н. Ibragimov A994).

. dw 62w
, ,

dw
4. = a — 4- bw

at ax2

Ненормированное уравнение Бюргерса. Растяжение независимых переменных по формуламр

х = —z, t = ——т приводит к уравнению 1.1.3.3:
Ъ Ь2

dw d2w dw
= и w

дт dz* dz
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,
0tu a flu; 92ги

5. го 4- ого = и, .

dt t dx
и

dx2

Модифицированное уравнение Бюргерса.
1°. Точное решение (вырожденное) линейное по переменной х:

(x,t) = ip(t)x + Cit~aexp[-b f <p(t)dt],
при a ф 1,

—

при а = 1

где Ci, Сг — произвольные постоянные (в обоих случаях интеграл можно вычислить).

2°. Автомодельное решение:

w(x,t) = u(z)t~l ,
z — xt~1'2,

где функция и = и(г) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

liu'zz + (\z — bu)uz + (y — а) и = 0.

,
0U!

,
flit!

Цилиндрическое уравнение Бюргерса. Переменная ж играет роль радиальной координаты.
Точное решение:

, .. 2а дв
wix't) = -TJI'

где функция в = 9{x,t) удовлетворяет линейному уравнению теплопроводности с осевой

симметрией
дв_ _ а_ д I дв

~Ш
~

~7~dI\X~
0 Литература: S. Neraey, E. J. Schmahl, Z. E. Musielak A996).

8w 82w
,

dw , , .,fc

r a + b + ^ + t)

Частный случай уравнения 1.6.2.2 при f{x,t) = с(х + st)k.
dw B2w dw h . .n

* а+Ь+С +St

Частный случай уравнения 1.6.2.2 при f(x, t) = cxk + stn.

dw B2w dw b2 , ... ..

9 a + bw-d^ + ^w{w
~ k){w + ky

Точное решение:

^
A

12a

где Ci, C2 — произвольные постоянные.

0 Решение получил К. А. Волосов B000).

+ bw.
dx

1°. Точное решение (С, А — произвольные постоянные):

Более широкое семейство решений типа бегущей волны см. в 1.6.2.9 при f(w) = bw

2°. Существует автомодельное решение вида
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.. Bw 82W
, ,. т , . . . dw

"¦
-дГ

= а + (ЬШ +Ct + s)дГ 8^ 9^
Частный случай уравнения 1.6.2.12 при f(w) = bwm, g(t) = ct + s.

Переходя от t, x к новым переменным t, z — x+—ci2 +st, получим уравнение вида 1.1.3.10:

dw d2w
, m dw

+ 6

d2W
{bw +ct)^-

Частный случай уравнения 1.6.2.12 при f{w) = bwm, g{t) = ctk.

Переходя от t, x к новым переменным t, z = x-\ 1 +1, получим уравнение вида 1.1.3.10:
к -Ь 1

dw d2w .
т
dw

~z— = a—— + Ьш
dt dz2 dz

= 0-

Частный случай уравнения 1.6.2.15 при f(z,w) = s\zkwn, g(z,w) = S2Zp

1.1.4. Уравнения вида -^ = a|^ + b(|^J + /(а:,*,г

dw
_

Э2го ( dw \2
1ш
Ж

~

a~d^? + bVd^) ¦

1°. Точные решения {А, В, С, А — произвольные постоянные):

w(x)= —\n\Ax + B\ + C,
о

w(x,t) = A2bt±Ax + B,

w(x, t) = — In |x2 + 2a? + Ax + SI + C,
6

w(x, t) = — In Is;3 + 6aa;i + Аж + B\ + C,
о

w(x, t) = — In \xA + 12ax2t + 12a4t2 + A\ + B,
о

2°. Замена

w(x, t) = -??-t + - In |cos(Aa: + Л)| + В.
о о

приводит к линейному уравнению теплопроводности с постоянными коэффициентами

du d2u
= а-

dt dx2
'

Об этом уравнении см. книги А. Н. Тихонова, А. А. Самарского A972), В. С. Владимирова
A985), А. Д. Полянина B001 Ь).

Bw Э2и;
, . / dw \2

+ b
_ Bw Э2и;

, . / dw \2
,

2. = a — + b + его + s.

at вх*
^

\ dx )

Частный случай уравнения 1.6.3.4 при /(t) = s.

. Эго 9ги
,

/ dw \2 , 2

3. = Ь I 1 + аги .

dt dx2
^ V вх )

1°. Точные решения при а < 0:

w(x,t) = Ci exp(—at

где Ci, C2 — произвольные постоянные.
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2°. Точное решение при а < 0:

w{x,t) - <p(t) + */)(?)[Лехр(ж-/^а) + В ехр(-ху/^а)],
где А, В — произвольные постоянные, а функции ip(t) и ip(t) описываются автономной

системой обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка

<p't=*a{<p' + 4AB1>3), A)

ф'(=аB<р-1)ф. B)

Деля правые и левые части уравнений A), B) можно получить уравнение первого порядка

B<? - 1)ф<р'ф = V2 + ЬАВф2.
3°. Точное решение при а > 0:

w(x,t) = <р(*) + vHf)cos(z\/a + CI
где С

—

произвольная постоянная, а функции y>(t) и t/;(t) описываются автономной системой

обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка

<p't = a(<p2 + 1>2), C)

4 = aBvj - 1)^. D)

Деля правые и левые части уравнений C), D) можно получить уравнение первого порядка.

0 Литература: В. А. Галактионов, С. А. Посашков A989), В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин A996).

1°. Точное решение при Ъ < 0:

w{x,t)=:<p{t} + iP{t)exp(±x<y^>), A)

где функции <p(t) и if>(t) описываются автономной системой обыкновенных дифференциальных

уравнений первого порядка

ip't = bc<p2 + s<p + k, B)

ф[ = Bbc<p + s- ас)ф. C)

Решение системы уравнений B), C) описывается следующими формулами (Ci, C2 —

произвольные постоянные):
2ЬсЛ + s

=
C1C2exp[-BbcA + s

{C1exp[-BbcA + s)t] -be}2
'

где А = Ai и А = А2 — корни квадратного уравнения

ЬсА2 + sA + к = 0.

2°. О более сложных решениях, содержащих гиперболические и тригонометрические функции

по переменной х, см. уравнение 1.6.5.2 при f,g,h = const.

0 Литература: В. А. Галактионов, С. А. Посашков A989), В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин A996).

Частный случай уравнения 1.6.5.2 при / = const, g = stn, h = ktm.

1.1.5. Уравнения вида = a-—-^- + f(x,t,w, ——)

, dw

Замена и = ew приводит к линейному уравнению с постоянными коэффициентами
ди д2и ди

а + ь
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dw d2w ( dw \2 „ dw m

Частный случай уравнения 1.6.4.4 при f(x,t) = btn, g(x,t) = ctm.

Замена и = ew приводит к линейному уравнению

Эй Э2и „Эй т.
— = а—-=- +bt -z-+ct и.

дх2 дх

— = а—-=- +bt -z-
dt дх2 дх

dw 82w ,..-nfdw\+ bt ) +ct3-eT =

aox^ + bt Kox) +ct w + st-

Частный случай уравнения 1.6.5.1 при /(?) = btn, g(t) = ct ,h(t) = stk.

2
dw 82w

4. —— = o—-— + be
0t 020t 0Я2 \ dx I

Частный случай уравнения 1.6.5.1 при fit) = 6ел', g(t) = се^\ h(t) = seut.

dw
_

d2w a I dw \2a I dw \2

~ЬТ
~

dx2 ~w \ dx )ЬТ dx w \ dx )
Частный случай уравнения 1.6.5.8 при /(tu) = a/w.

Замена
a+1Г wa+1 при а ф —1,

и= < a+1
K ^

1, In |ui| при a = —1

приводит к линейному уравнению с постоянными коэффициентами dtu = дххи.

. dw 82w
, fc / 0ад \2

6. = — + aw ( 1 .

dt дх2 V dx J

Частный случай уравнения 1.6.5.8 при /(го) = агик. При к = 0 см. уравнение 1.1.4.1, при fc = —1

см. уравнение 1.1.5.5.

Замена

и = I ехр( w
+1

j dw

приводит к линейному уравнению с постоянными коэффициентами dtu = дххи.

dw 82w , т/ dw \2
, ,, , ^ ,

. 0ш
= +aW () +(bx + ct + s)—.dT dl^ (eS)

Частный случай уравнения 1.6.5.10 при /(го) = агиш, g(t) — b, h(t) = ct + s.

1.1.6. Уравнения вида — = awk^- + f(x,t,w, ^-
dt dx1 \ dx

dw d2W 2
L aW+CW +kw+s-

Частный случай уравнения 1.1.6.5 при 6 = 0.

0 Литература: В. А. Галактионов, С. А. Посашков A989).

2. ^- = aw^-^- + bw2 + (ct + d)w + st + к.
dt dx*

Частный случай уравнений 1.6.8.3 и 1.6.9.7 при /(?) = ct + d, g(t) = st + к.

Частный случай уравнения 1.6.9.6 при f(t) = 0, g(t) = b, h(t) = ct + d, s(t) = pt + k.

. dw d2w
, , / dw \2 dw

4W+b{) +с+Р

Частный случай уравнения 1.6.9.6 при f(t) = b, g(t) = с, h(t) = p, s(t) = q.
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8w 82w (8w \2 . 2 .
,

.

~вТ
=

awla^- + ьК-ъ) +cw +kw + s

1°. Точные решения, содержащие экспоненциальную функцию х:

. a -

где функции (p(t) и ф(€) описываются системой обыкновенных дифференциальных уравнений
первого порядка

ip't = ар2 +ktp + s, B)

ipt — (яА"у? + 2ctp + к)ф. C)

Интегрируя B), получим

I
dtp

ар2 + kip + s

Вычислив интеграл, можно найти явную зависимость tp = ip(t). Решение уравнения C)

выражается через функцию <p(t) по формуле

= С2 ехрГ / (оЛ2(/з + 2ар + к) dt\,

где C\,Ci — произвольные постоянные.

2°. Имеются также решения, содержащее гиперболические и тригонометрические функции

(А— произвольная постоянная):

A= (-^V а +

1/2

=(
¦ а + Ь ¦

)cos(Aa; + A), А=( )
V a + 6 /

Функции <р — ip{t) и ф — ip(t) описываются автономной системой обыкновенных дифферен-
дифференциальных уравнений первого порядка (эти системы могут быть сведены к одному уравнению

первого порядка).
Об этих решениях см. пп. 2°^° уравнения 1.6.9.7 при f(t) = к, g(t) = s.

0 Литература: В. А. Галактионов, С. А. Посашков A989).

dw 2 a2w
6. = aw —.

dt дх2

Замена w = 1/v приводит к уравнению вида 1.1.7.3:

dv_ _ д / 1 dv

dt дх V v2 дх ¦

Поэтому решения исходного уравнения выражаются через решения линейного уравнения

теплопроводности

ди
_

д2и

по формулам
ди

W —

,
X = U.

By'
Чтобы получить в явном виде зависимость w = w(x,t), следует исключить у.

0 Литература: Н. X. Ибрагимов A983, стр. 213).

т dw 4 d2W .
.
т б

Частный случай уравнения 1.6.10.1 при f(x) = Ьхт.
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8-i?r = awki^-
1°. Пусть w(x, t) —решение рассматриваемого уравнения. Тогда функция

1 — /^ 2/ТП .—A / 771 / .—| . .—i s~i , . s~i \

где С\, Ci, C37.C4 — произвольные постоянные, также будет решением этого уравнения.

2°. Замена и = wl~k приводит к уравнению

ви
_

с

которое рассматривается в разд. 1.1.7.

О
dW "г O2W , . _ dw

, ^_

Частный случай уравнения 1.6.10.3 при f(t) = btn, g(t) = ctk.

1.1.7. Уравнения вида — = aa (w
Уравнения этого вида допускают точные решения типа бегущей волны w = w(kx + Xt).

dw
_

д / dw \

dt
~ °

dx \ dx )'
Частный случай уравнения 1.1.7.6 при т = 1.

1°. Точные решения:

w(x,t) =

6a(t + C2)
+

\t

^+CJ Сг\х
C2 — oat

где Ci, C2, Сз —произвольные постоянные.

0 Литература: D. Zwillinger A989, стр. 311).

2°. Решение типа бегущей волны в неявном виде:

w - С2 Ь \w + C2\ = Cix + aC\t

3°. Точное решение в параметрической форме:

w = -(fiat + Ci)B - 2С2С3'¦
4°. Точное решение в параметрической форме:

* = */«)

где функции / = /(?) и р(^) описываются системой обыкновенных дифференциальных урав-
уравнений

Порядок уравнения A) может быть понижен на две единицы. Пусть известно некоторое решение

уравнения A). Уравнение B) является линейным уравнением относительно функции д, которое

имеет два линейно независимых частных решения

91 =
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Второе частное решение следует из сопоставления уравнений A) и B). Общее решение

уравнения A) можно представить в виде (см. В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин, 2001 а):

Нетрудно проверить, что уравнение A) имеет частные решения:

где С, Л— произвольные постоянные. Первое решение D) с учетом формул A), C) приводит к

решению из п. 3°. Подставив вторую зависимость D) в формулы A), C) можно получить другое

решение.

Замечание. Указанное выше решение получено с помощью преобразования Мизеса из

решения уравнения гидродинамического пограничного слоя (см. 9.2.1.1, пп. 5°, 6°).

5°. О других решениях см. пп. 3°-7° уравнения 1.1.7.6 при т = 1.

dw
_

д / 1 dw \

dt
~ °

дх V w дх )'
Частный случай уравнения 1.1.7.6 при т = —1.

Точные решения:

w{x,y) = {Cix-aClt + C2)-\
w(x,y) = Bat + Ci){x + Сг)~2,

,
x С?

wK-x'v>
c2 + C3exp(oC2t- Cxx)

'

w(x,y) - 5—- C3exp( -rj-pr
CLL ~\- (so L ^ tit ~p О'n

2aC;2t + C2
w(x,y) = —j—7 TTTi

.

, C2- 2aC\t
W{X>V)=

ch^x + СзI
. .

_ 2aC^t + C2

где Ci, Сг, Сз — произвольные постоянные.

0 Литература: В. В. Пухначсв A987), С. Н. Аристов A999).

_ dw д

Частный случай уравнения 1.1.7.6 при т = —2.

1°. Введем новую искомую функцию z = z{x, t) по формуле w = ——, а затем проинтегрируем

полученное уравнение по переменной х. В результате имеем

dz (dzy2d2z
Ш A)

Это уравнение преобразованием годографа

х = и, z = y, B)

приводится к линейному уравнению теплопроводности для функции и = u(y,t):
ди д2и
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Преобразование B) означает, что зависимая переменная z принимается за независимую пере-

переменную, а независимая переменная х — за зависимую переменную.
Решения исходного уравнения w

= w(x, t) выражаются через решения и = и(у, t) линейного
уравнения C) по формулам

ш=(^-) ¦ * = «(».*)• D)

Чтобы получить в явном виде зависимость w = w(x, t), из D) следует исключить у.

2°. Автомодельное решение:

© Литература: G. W. Bluman, S. Kumei A980), Н. X. Ибрагимов A983).

dw в ( _4/з dw \
4. = а w

'
.

at дх \ дх J

Частный случай уравнения 1.1.7.6 при т = —4/3 (допускает больше инвариантных решений,
чем при т ф —4/3).
1°. Отдельные частные решения см. в 1.1.7.6 при т

= —4/3.
2°. Существуют решения следующего вида:

w(x,i) = fi(x),

I ,\ —3 ? I ,\

w(x,t) = f5{x2t'1),

w(x,t) = x~3f(t

где С, А— произвольные постоянные. Подставляя эти выражения в исходное уравнение, можно

получить обыкновенные дифференциальные уравнения для определения функций /n(z).

3°. Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

w(x,t) = (at + АK/4[(х + В)(Сх + ВС

где А, В С— произвольные постоянные.

4°. Преобразование (Л, В—любые)

w(x,t) = (Ax + B)~3u(z,t),
-3 / .\ i

1

A{Ax + B)

приводит к уравнению такого же вида

^L - 1
at

~а
д

Поэтому, если функция wi = w(x,t) является решением, то функция

W2= (A^BKW(a(Ax1 -'*

также будет решением исходного уравнения. Сказанное позволяет «размножать» точные реше-

решения.

® Литература: Л. В. Овсянников A959, 1978), N. Н. Ibragimov A994).
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'

at дх\ вх)'
Частный случай уравнения 1.1.7.6 при т — —2/3.

Точное решение:

w = (C- ШK/2[(С - ШK/2 - х2}-3'2-
0 Литература: И. Ш. Ахатов, Р. К. Газизов, Н. X. Ибрагимов A989), N. Н. Ibragimov A994).

6. = а w ——

.

at дх \ дх)
Это уравнение часто встречается в нелинейных задачах тепло- и массопереноса, теории горения
и теории фильтрации. Например, оно описывает нестационарный теплоперенос в неподвижной

среде, когда коэффициент температуропроводности является степенной функцией температуры.
При т = 1, —1, —2, —4/3, —2/3 см. также уравнения 1.1.7.1-1.1.7.5.

1°. Пусть w(x, t)
—

решение рассматриваемого уравнения. Тогда функция

Сз, C2t + С4),

где С\, Сг, Сз, Са — произвольные постоянные, также будет решением этого уравнения.

2°. Точные решения*:

1

w(x) = {Ax + В)
= \т/а,

W(x,t)=[ ^J:^' +B{x + A)m+1 |y(f)| 2(m+l)=« ]
-

_ ^(t) = C7 - 2tt(m + 2)t,

где Л, В,С, X— произвольные постоянные. Третье решение при JS > 0 и четвертое решение при

В < 0 соответствуют режимам с обострением (решение неограниченно возрастает на конечном

интервале времени).
0 Литература: Я. Б. Зельдович, А. С. Компанеец A950), Г. И. Баренблатт A952), А. А. Самарский,

В. А. Галактионов, С. П. Курдюмов, А. П. Михайлов A987), Г. А. Рудых, Э. И. Семенов A998).

3°. Решение типа бегущей волны

w = w(z), z = ±х + Xt

задается неявно

•/¦
wm dw -.

,
-——- = С2 + z,

где A, Ci, C2 — произвольные постоянные. Значению А = 0 соответствует стационарное

решение, а значению Ci = 0— второе решение в п. 2°.

4°. Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

w(x,t) = {Xt + A)-1/mf(x), A)

где функция / = f(x) определяется неявно

6/m+2
'

ат(гп + 2)
'

А, С\, Сг — произвольные постоянные.

¦ Здесь и далее, для краткости, точные решения нелинейных уравнений обычно приводятся только в

области их пространственной локализации, где w ^ 0.
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5°. Автомодельное решение:
X

w = w(z), z = —=¦ @ < х < оо),
vt

где функция w(z) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

2a(wmw'zyz+zwz=0. B)
Решениями такого вида обычно описываются ситуации, когда искомая функция принимает

постоянные значения в начальных и граничных условиях.

Частному решению уравнения B) при w(z) — k2Z2lm отвечает третье решение в п. 2°.
X. Фуджита (Н. Fujita, 1952) получил общее решение уравнения B) при т = -1 и т = —2.

Об этих решениях подробно написано в книге А. В. Лыкова A967).
В случае граничных условий

w = 1 при z = 0, w = 0 при z = оо

решение уравнения B) является локализованным и имеет следующую структуру:

У — Z) 'т '——-
при 0 ^ Z ^ 1,

при 1 < Z < оо,
где

bo = 1, bi = -\[m{m + I)] ,...; см. А. А. Самарский, И. М. Соболь A963).
6°. Автомодельное решение:

w = t ™+2 F(?), ? = xt m+2 @ ^ х < оо).
Здесь функция F = F(?) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением первого

порядка

a(m + 2)FmF^+^ = C, C)
где С — произвольная постоянная.

Значению С = 0 в уравнении C) соответствует последнее решение в п. 2°, которое
описывает тепловую волну от плоского источника. Подробности см. в книге Я. Б. Зельдовича,
Ю. П.;РайзераA966).

Сделаем замену </з = Fm в уравнении C). В результате получим

& = а<р~1/т - 0?, D)

где а — а1^_2) ' & ~ а(т+2)
¦ ^ книге В- Ф- Зайцева, А. Д. Полянина B001 а) приведены общие

решения уравнения D) для значений т = — 1 и т = 1.

7°. Автомодельное решение более общего вида:

w = t0g{C>), Q = xt~ 2
, /3 —любое.

Здесь функция д = д(?) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением
т. 1

G'k=AiCG rn+i g's + A2G ™+i
,

G = gm+\ E)

где А\ = — (m/3 + 1)/Bа), Лг = /3(т + 1)/а. Это уравнение является однородным и

поэтому допускает понижение порядка (после чего может быть преобразовано к уравнению

Абеля второго рода). Точные аналитические решения уравнения E) при различных значениях

параметра т приведены в книге В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина B001 а).

8°. Точное решение:

w = e~2Xt(p(u), u = xeXmt, X—любое,

где функция <р = <р{и) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

Это уравнение является однородным и поэтому допускает понижение порядка (после чего

может быть преобразовано к уравнению Абеля второго рода). Замена Ф = <рт+1 приводит F)

к уравнению, которое с точностью до переобозначений совпадает с E).
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9°. Точное решение:

w — (t + A)~1'T"-i/)(u), и = х + Ып(? + A), A, b— любые,

где функция ¦ф = 4>{u) описывается автономным обыкновенным дифференциальным уравне-
уравнением

Введение новой зависимой переменной по формуле р(гр) = —фтф'и с учетом равенства

— = —ф тр приводит G) к уравнению Лбеля второго рода:
du a dip

pp'i^ = P
~ si/'m+ , s = a/(mb2).

Общие решения этого уравнения при т
= -3, —2, — J-, — 1 приведены в книге В. Ф. Зайцева,

А. Д. Полянина B001а).

10°. Преобразование

to, x= I w(y,t)dy+ Г \и,т(х,т)^(х,
Jx0 Jtol дх

= t-to, x= I w(y,t)dy+ Г \и,т(х,т)^(х,т)} dr, u,(i,i) =
J Jl дх J

переводит ненулевое решение w(x,t) исходного уравнения в решение w(x,t) уравнения
аналогичного вида

at дх

© Литература к уравнению 1.1.7.6: Л. В. Овсянников A959, 1962, 1978), А. А. Самарский, В. А. Галак-
Галактионов, С. П. Курдюмов, А. П. Михайлов A987), N. Н. Ibragimov A994).

1.1.8. Уравнения вида ^ = JL[f(w)^-]+g{w)
Уравнения этого вида допускают точные решения типа бегущей волны w = w(kx + Xt).

Ow д
1. = w + b.

dt дх \ дх 1

Преобразование
2 ди

приводит к уравнению

д /, S* N А , Г в ( 1 ди \\
-1

т 1 f ди д2и\

Отсюда следует, что любому решению и = u(x,t) линейного уравнения теплопроводности

с постоянными коэффициентами

соответствует решение A) исходного нелинейного уравнения.

0 Литература: В. А. Дородницын, С. Р. Свирщевский A983).

2. Ё^. = аA.
at дх

1°. При аЪ > 0 преобразование
1 / Ь \1/2

tU(x,t) = exp(±3Ax)z(f,t), ^=— ехр(±2Лх), Л = ()
приводит к более простому уравнению вида 1.1.7.4:

д± -а д (г'4'3—
dt ~eefV* д$

0 Литература: А. А. Самарский, В. А. Галактионов, С. П. Курдюмов, А. П. Михайлов A987),
N. Н. Ibragimov A994).
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2°. При ab < 0 преобразование

также приводит к уравнению 1.1.7.4.

3°. Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

w(x,t) = {t + CK/4u(x),
где С—произвольная постоянная, а функция и — и(х) описывается автономным обыкновенным

дифференциальным уравнением

a(u-4/Vx);+6u-1/3-|U = 0.

4°. См. также уравнение 1.1.8.4 при Ь = с = 0.

,
dw в I -4/3 9и N , , -1/3

Преобразование
w = ectu(x,r), т= е~тС' + const

приводит к более простому уравнению вида 1.1.8.2:

ди д ( _4/з ди \ . -1/3ди д ( _4/з ди \ .

вт дх V 9i /

д I _4/з 9го \ _1/з , , г/з ,
= w

' —
aw

' + bw '
+ cw.

Эх \ Ox J

. dw д
4.

dt

Замена и = ш /3приводит к уравнению с квадратичной нелинейностью

ди в2и 3 / ди \2 4 , 2 ,ч
= и— I-т—) Н (ои —си —о).

at дх2 А\дх J 3 v y

1е. При о = 1 существует точное решение вида

и = ipi(t) + ip2(t)cos(kx) + <p3{t) sin(kx) + ip^t) cos{2kx) + <ps(t) sinBfcr), к = 2 ¦ 3~1/2,

где функции ijOn = <Pn{t) описываются системой обыкновенных дифференциальных уравнений
первого порядка (здесь не приводится).

2°. При а — — 1 существует точное решение вида

и = </;,(?) + <p2(t) ch(kx) + <p3(t) sh(kx) + yA{t) dx{2kx) + ips{t) shBkx), к = 2 ¦ 3 /2.

0 Литература: V. A. Galaktionov A995).

5. = о w + bw .

dt дх V дх J

Частный случай уравнения 1.6.13.2 при f(w) = awm, g(w) = bwk. При Ь = 0 см. разд. 1.1.7,

при т = —4/3 и к = —1/3 см. уравнение 1.1.8.2.

1. Случай произвольных к и т.

1.1. Прос-фанственно-однородное и стационарное решения (последнее записано в неявной

форме):

J

Сеы при Л =

\А __l'2L а(i(m

где А, В, С— произвольные постоянные.

1.2. Решения типа бегущей волны:

w — w(z), z = ±х + At,
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где функция w(z) описывается автономным обыкновенным дифференциальным уравнением

a{wmw'z)'z -Xw'z+bwk =0. A)

Замена

u{w) = -wmw'z
А

преобразует A) к уравнению Абеля

uuw -u = -abX~2wm+k. B)
В книге В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина B001 а) приведены точные решения уравнения B)

при т + к = -2, -1, -\, 0, 1.

1.3. Автомодельное решение при к ф 1:

1 к-т-1

где функция и(?) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

2. Случай к = т + 1.

2.1. Точное решение в виде произведения функций разных аргументов (а = b = 1):

?,yilL -f- LJ tUb ( 7TX^ LjJ
'

. . J_j

"

I
'

C)
0 при \x\ > —,

где L = 2тг(т + \)l'2/m. Решение (З) описывает режим с обострением, который существует на

ограниченном промежутке времени t 6 [0, to). Решение локализовано области \х\ < L/2.
(•) Литература: Н. В. Змигренко, С. П. Курдюмов, А. П. Михайлов, А. А. Самарский A976); А. А. Са-

Самарский, В. А. Галактионов, С. П. Курдюмов, А. П. Михайлов A987).

2.2. Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

а(т + 1)
'

где Л, С, Л — произвольные постоянные, аЬ(т + 1) < 0.

2.3. Точное решение в виде произведения функций разных аргументов (С, X— произволь-

произвольные постоянные):

w(x,t) = (m\t + Cy1/mip{x),
где функция tp ~ <p{x) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

а(у"Ух)'* + bvm+1 + Аур = 0. D)

Решение уравнения D) в неявной форме:

<? ф dip = ±X + B/ml".Ф \А* L а(i(m + 2) a{m +1)

где А, В— произвольные постоянные.

2.4. Точное решение [считается, что аЪ(т + 1) < 0]:

„Ax-ll/m
:М) = [/@+*МеЧ1/т, А = ±т./-_^-, E)

где функции / = f(t) и g
— g(t) описываются автономной системой обыкновенных дифферен-

дифференциальных уравнений
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Интегрируя, получим

1 тп+2

fit) = (Ci - bmt)~\ git) = C2(Ci - bmt) m+i
_

где C\, Ci — произвольные постоянные.

2.5. Точное решение (А, В — произвольные постоянные):

где функции / = f(t) и д
= g(t) описываются автономной системой обыкновенных дифферен-

дифференциальных уравнений

,/ , ,2 АЬтАВ 2 , Ьт(т + 2) .

Исключив из этой системы t, получим однородное уравнение первого порядка

f> _m
+ l f 4AB д

Замена (" = f/g приводит к уравнению с разделяющимися переменными. Интегрируя, находим

решение уравнения (8):

/ = ±д(ЫВ + С1д~~^+г)^~, Ci— любое.

Подставляя это выражение во второе уравнение системы G), получим уравнение с разделяю-

разделяющимися переменными для функции д = g{t).
2.6. Точные решения:

wix,t)=[fit)+g(t)ch(\x)}1/m,
w(x,t)= [f(t)+g(t)sh(\x)]1/m

являются частными случаями формулы F) при А= у,В= у и А= у,В = —\.
2.7. Точное решение [считается, что аЪ{т + 1) > 0]:

-, A0)

где функции / = fit) и д
= git) описываются автономной системой обыкновенных дифферен-

дифференциальных уравнений

,/ , j.2 .
Ьгп 2 / Ьт{т + 2) ,

ft=bmf +^^9, gt=
m + i

fg,

которая совпадает с системой G) при АВ —

-у.

0 Литература: М. Bertsch, R. Kersner, L. A. Peletier A985), В. А. Галактионов, С. А. Посашков A989),

В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин A996).

3. Случай к = 1 — т.

Точное решение:

v(x,t)=[l X2+AF rn+2 _

F 4a(m + :

где А, В— произвольные постоянные.

0 Литература: R. Kersner A978).
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4. Случай к — 1.

4.1. Точные решения:

w{x,t) = ebt(Ax + B)~^,
w(x, t) = ebt (± ^Lx + —ebmt + Л) ^,

\ a aft /

2a(m-

где Л, В, С, X — произвольные постоянные.

4.2. Исходное уравнение с помощью преобразования (Л. К. Мартинсон, К. Б. Павлов, 1972)

w{x,t) = ebtv(x, г), т = —ebmt + const,
bm

приводится к уравнению вида 1.1.7.6:

dv 8 I m 8

~0~т
~

а~дх\ ~Ъх

0 Литература куравнению 1.1.8.5: В. А. Дородницын A979, 1982), В. А. Дородницын, С. Р. Свирщевский

A983), В. А. Галактионов, В. А. Дородницын, Г. Г. Еленин, С. П. Курдюмов, А. А. Самарский A986),
A. А. Самарский, В. А. Галактионов, С. П. Курдюмов, А. П. Михайлов A987), N. Н. Ibragimov A994),
B. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин A996).

dw д ( m dw \ , m+i
6. = a w —— ) + bw T

+ его.
at dx v ax )

Преобразование

¦ = ectu{x,r), т = —ecm'+const
cm

приводит к более простому уравнению

ди 8 ( m 8и\ rn+i
=а (м ) + Ъи

дт дх\ дх J

i = Aexplct х2 + Вх),
V 2а '

О его решениях см. 1.1.8.5 при к = m + 1.

Частный случай. Точное решение при m = —1:

Ь

Та

где А, В — произвольные постоянные.

7. = a [w )+bw + cw
at ax V ax J

Частный случай уравнения 1.6.11.4 при f(t) = b, g(t) = с.

(*) Литература: В. А. Галактионов, С. А. Посашков A989).

at вх

Частный случай уравнения 1.6.11.5 при f(t) = с, g(t) = s.

Замена и = wm приводит к уравнению вида 1.1.6.5:

ди д2и а (ди\2 , , 2 ,
—— = аи—— Ч + Ъти + emu + sm.
dt дх2 т \ дх )

® Литература: В. А. Галактионов, С. А. Посашков A989).
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dw
_

в I a 8w \

~Ш. ~~дх \ го2 + Ь2 Ох)'
1°. Точные решения (А, В — произвольные постоянные):

w(x) = btg(Ax + В),

w(x,t) = ±bx(A - 2ab~2t - x2)~X'2,

2°. Решение типа бегущей волны в неявном виде:

ак2 Г 1 А и ~\

Х(кх + Xt) + В = ——— lln |w + А\ - — \n(w2 + b2) + — arctg — ,

где А, В, к, X — произвольные постоянные.

3°. Замена

приводит уравнению

B)

которое является частным случаем 8.1.3.21 при F(t,?,rj) = ab 2(? — т]). Уравнение B) имеет

точные решения в виде произведения функций разных аргументов
АеХх + Ве~Хх

,
2а\2

и = —. , к = ;
VAAB + Ce-kt b2

(

к=^.U

VA2 + В2 + Cekt

где А, В, С, X — произвольные постоянные. Формулы A), C) дают два решения исходного

уравнения.

(•) Литература: P. W. Doyle, P. J. Vassiliou A998); см. также пример 10 из разд. А.3.3-2.

4°. Точное решение (С— произвольная постоянная):

(±1* - arct

где функция яр = ip(z) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

z = х2 cos (±* arctgtyW) ±

В указанном решении зависимость z = z(x, t) задается неявно.

5°. Точное решение (С — произвольная постоянная):

) + у
ln

Ь2х2 _2 ( . . С . at

где функции <p(z) и яр(г) описываются системой обыкновенных дифференциальных уравнений
С ^

В указанном решении зависимость z = z(x,t) задается неявно.

0 Литература: И. Ш. Ахатов, Р. К. Газизов, Н. X. Ибрагимов A989), N. Н. Ibragimov A994).

1.1.9. Уравнения вида ^ = ±-[f{w)^-\ +

1. = a

at дх Ox

При m = 0 см. уравнение 1.1.7.4. При т Ф 0 исходное уравнение можно привести к более

простому уравнению, соответствующему случаю 6 = 0 [см. уравнение 1.6.11.1 при f(x) = Ьхт].
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а
его.

aw a / _2 aw \ . вги
2. = а го +Ь Ь

dt дх \ дх 1 дх

Частный случай уравнения 1.6.11.7 при т = —2, /(() = a, g{t) — Ъ, h(t) = с.

Преобразование (А, В — произвольные постоянные)

w(x,t) =ectu(z,T), z-x + bt + A, т = В -
—e
2с

приводит к уравнению вида 1.1.7.3:

ди д ( _2 ди

0 Литература: В. А. Дородницын. С. Р. Свирщевский A983); рассматривался случай Ь = 0.

dw
_ _д_ Г а 9ш 1 8ш

~аТ
~

~dxl (го + bJ аж J дх
'

Преобразование

щ(г, i) = гу(х, i) + Ь, z = а; + ci

приводит к уравнению вида 1.1.7.3:

ди д / _о Эй

,
0го

,
Зад . д I dw\

4. 1- ого ^ о го .

dt дх дх \ дх )

Точное решение (Ci, Сг — произвольные постоянные):

h\n\t+Cx\ ¦

dw dw д ( 2 dw \
5. \- аго = о ( ги .

dt дх дх \ дх )

1°. Решение типа бегущей волны в неявном виде:

о, [ ™2dw ,yt,rZo I г = X + ЛЕ + С-2)
J аи) + IXw -j- C*i

где Сi, Сг, А — произвольные постоянные.

2°. Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

Здесь С — произвольная постоянная, а функция / = f(t) описывается обыкновенным диффе-

дифференциальным уравнением

f't+af2=2bf,
решение которого можно представить в неявной форме:

26/-а1
,

26 .

—- + —In
af a22 /

, dw dw а Г.. 2 , л aw 1

6. \- aw = (ого + его) —— .

dt dx dx Lv
'
dx J

Точное решение:

где функции / = f(t) hj = g(t) описываются системой обыкновенных дифференциальных
уравнений

Решение первого уравнения приведено в 1.1.9.5, п. 2°. Второе уравнение легко интегрируется,

поскольку линейно относительно д.
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_ dw d ( т dw \ _

7. ——-
= о—— (w —— ) + bt w.

at 8х\ dx I

Частный случай уравнения 1.6.11.2 при f(t) = btn.

8. = о го ) + be го.
at dx \ dx )

Частный случай уравнения 1.6.11.2 при f(t) = bext.

9. ^=aJ8t д

Частный случай уравнения 1.6.11.3 при f(t) — btn.

Частный случай уравнения 1.6.11.3 при f(t) = Ьехь.

dw д ( т dw \ , п
, .fc 1-m

Частный случай уравнения 1.6.11.4 при f(t) = btn, g(t) = ctk.

dt дх \ дх J

Частный случай уравнения 1.6.11.4 при f(t) = bext, g(t) — се^

ьго^ + ctnw + sSw1-
dx

Частный случай уравнения 1.6.11.5 при f(t) = ctn, g(t) — stk.

14. = o—— го —— ) + ox w
T

.

dt dx \ dx J

Частный случай уравнения 1.6.11.5 при f(x) = bxn.

ч,
9ш

,
ifw d ( п dw \

15. h го = o го .

dt dx dx \ dx J

1°. Решение типа бегущей волны в неявном виде:

2а { wldwJ 2

где С\, d, X — произвольные постоянные.

2°. Автомодельное решение при п ф 2:

w(x,t) = u(z)t1/ln~2\ z = xt-C«-i)/(«-2)>
где функция и = u(z) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

аипи'^ + 2anun-\u'zf -(и- I^z)u'z Ц-и = 0.

,,
вш d I х dw \

, xd2w x-i(dw\216. = го
—— + аго

„
„ + ого ——

.

8t dx\ дх J dx2 \ дх /

1°. Точное решение при Ъ = уА(а — 2) — а — 1:

Здесь

j В,

где функция ф = ф(г) задается неявно

А, В, С\, Съ —произвольные постоянные, C = а + 1; А ф О, X Ф 0, а > —1.
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2°. Точное решение при b = -J-A(a — 3) — a — 1:

t=0

Здесь функции ipk = у>ц (?) описываются системой обыкновенных дифференциальных уравнений

ip'2 = -/3p% + \Cр\рз + l2/3ip4po,

Pa - ~/

где /3 — Л(о + 1), штрих обозначает производную по t.

® Литература: Г. А. Рудых, Э. И. Семенов A998); в этой работе указаны также другие точные решения.

1.1.10. Другие уравнения

dw 4-fc fc a2w
1. = ах w —.

at дх2

Частный случай уравнения 1.6.14.1.

Преобразование

w(x, t) — xu(z,t), z = \jx

приводит к более простому уравнению вида 1.1.6.8:

ди
_

к д2и

„
dw n k a2w

2. = ах w

at вх*
'

1°. Замена и = w1 "приводит к уравнению вида 1.1.10.4:

ди п д ( -j^-r- ди \
= ах и

1~к ).
dt дх \ дх 1

2°. Преобразование
w(x,t) = xu(z,t), z = 1/х

приводит к уравнению аналогичного вида

ди 4-п-*. * д2и

. dw -^±± о ( mQw\3. = ох г™+1 w ——
.

at дх \ дх )

Частный случай уравнения 1.1.10.4.

Преобразование

U){x,t) = X m+l u(z, t), Z= —

приводит к более простому уравнению вида 1.1.7.6:

ди
_

д ( т ди \

4. ^=ax"-°-(w^)
at ax \ ax)'

Это уравнение встречается в нелинейных задачах тепло- и массопереноса и является частным

случаем уравнения 1.6.15.13 при /(го) = awm. При п = 0 см. уравнение 1.1.7.6.
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1°. Точные решения (А, В, А — произвольные постоянные):

1

Vj(x) = (Ах + В) т+1
^

A)-~^x2^L, к=\
(n-2)B + m-n-nm)

^(xtr + a] , /з = _

а{2 — п) J пт + п — гп — 2

[A
m

-,
—=—

— (m + lJx^+i exp(Amt) + A
m

, п

о, J

2°. Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

где функция / = f(x) выражается через решения уравнения Эмдена— Фаулера:

Кх+ Л(т+1)д"^^Г=0, F = /m+1. A)
am

Частному решению этого уравнения степенного вида отвечает второе решение исходного

уравнения в п. 1°.

Уравнение A) допускает понижение порядка и подробно исследуется в книге В. Ф. Зайцева,

А. Д. Полянина B001 а), где приведены его точные решения для 26 различных пар значений

параметров n, m.

3°. Автомодельное решение при п ф —2:

1

w = w(z), z — xt п~2 @ < х < оо)

где функция w(z) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

aB-n)(wmw'z)[ + z1-nw'z=0. B)

В книге В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина A993) приведено общее решение уравнения B) при
т = -1и любом п.

4°. Автомодельное решение:

™ = tag(O, { = *?, P=I^zj-, a-любое,

где функция <?(?) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением
'

а9- C)

Это уравнение является однородным и поэтому допускает понижение порядка (после чего

может быть преобразовано к уравнению Абеля второго рода).

В частном случае

1-п а
1

а = , р =
пт + п — т — 2 пт + п — т — 2

первый интеграл уравнения C) имеет вид

а5т5с = К1~П9 + С. D)

Значению С = 0 в D) соответствует третье решение в п. 1°.

В общем случае замена G = дт+1 приводит C) к уравнению

т 1

где А\ = /?/а, Аг = а(т + 1)/а. Точные аналитические решения уравнения E) при различных

значениях параметров п, т приведены в книге В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина B001 а).
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5°. Точное решение:

w = ex(n-2)t<p(u), и = хеХт\ Л —любое,

где функция ip(u) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

aun(<pmip'u)'u = \muip'u + \(п - 2)tp. F)
Это уравнение является однородным и поэтому допускает понижение порядка (после чего

может быть преобразовано к уравнению Абеля второго рода).
п

m + 2
В частном случае п = уравнение F) имеет первый интеграл вида

m + 1

а,(рт(ри = \ти m+1 tp + С.

Значению С = 0 соответствует последнее решение в п. 1°.

В общем случае замена Ф = (рт+1 приводит F) к уравнению, которое с точностью до

переобозначений совпадает с E).

6°. При п — 2 существуют решения вида

w - wi0, ? = ln|a:|-Ai,

которые определяются неявно

где А, С\, С-2 — произвольные постоянные. Частному случаю С\ = 0 соответствует решение
1

. . ГА(т + 1) _.

'"

( т\
w(x,t) = — + С\х т+! ехр 1v ; L а

' V т+1

где С — произвольная постоянная.

7°. Преобразование

w{x,t) = х m+1 u(z,t), z— —

приводит к уравнению аналогичного вида

ди 4+Зт-п-пт Q , ди ,

dt dz \ dz J

0 Литература: В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин A996).

dw
_

d Г/ ах + b \2 dw I

Ot вж LV cw ~\- h / dx J

Преобразование
ciu + fc ,

,
.

z = ax + b, u= — (а, с ф 0)
ax + о

приводит к уравнению вида 1.1.7.3:

ди_ _ 2_д_

0 Литература: A. Munier, J. R. Burgan, J. Gutierres, E. Fijalkow, M. R. Feix A981).

, dw в ( „ m dw \
6. —- = a (x w -).

dt dx V Эж /

Частный случай уравнения 1.6.15.4 при /(х) = ахп.

1°. Пусть т ф — 1, 2т — 2п — пт + 3^0. Преобразование
1-п 2т-2тг—пт+3

^^ j\ _ х m+1 u(? Л ?
—

х т+1

приводит к уравнению аналогичного вида

Зт—Зп— 2пт+4

=А(? 2т-2п-пт+3

/ 2m — 2n - nm + 3 \ 2

= а( —¦ j .

V m+1 /
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по п Зт + 4 -

2 . В частном случае п = преобразованное уравнение сильно упрощается и совпадает
2771 -(- 3

(с точностью до переобозначений) с уравнением 1.1.7.6:

A
at

~

эе е

3°. В частном случае п
= 2, т = —2 преобразованное уравнение имеет вид

at эс V at, J

и совпадает с уравнением 1.1.7.3 (которое приводится к линейному уравнению теплопроводно-
теплопроводности).

(*) Литература: В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин A996).

7
Ow

=

а д /пшт в™

dt хп дх \ дх

Это уравнение встречается в нелинейных задачах тепло- и массопереноса. При п = О см.

уравнение 1.1.7.6. Значению п = 1 соответствуют плоские задачи с осевой симметрией, а

значению п = 2 — сферически-симметричные задачи. В теории статистической турбулентности
встречаются уравнения при п = 5.

Точные решения:

1

w(x) = (Axl~

у(ж,() = Aexp 1) + Xx \ , n=

I V m I J

m + 2

m

где А, В, A — произвольные постоянные.

0 Литература: Я. Б. Зельдович, А. С. Компанеец A950), Г. И. Баренблатт A952, 1978), Я. Б. Зельдович,

Ю. П. Райзер A966), А. А. Самарский, В. А. Галактионов, С. П. Курдюмов, А. П. Михайлов A987),

Л. И. Седов A972).

dw . . 2 . .
,

\тп 4-2т
8. —— = к(ах + Ъх + с) w

at

Частный случай уравнения 1.6.14.5 при /(и) = ки~2т.

1°. Преобразование

J^-— A)

приводит к уравнению

ди 4 —2тп д2и [ 1 ,2\ 5— 2т О\

at Sz2
l 4 y

которое имеет точное решение в типа бегущей волны и = u(z + At) и решение в виде

произведения функций различных аргументов и = f(t)g(z).
Используя замену <р = и2тп~3, из B) получим уравнение

_

4-2т
— fcco - 4V - -i-fe2)

2т — 3
' 4 '

которое допускает широкий класс точных решений (см. 1.1.8.5, второй случай).
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2°. Исходное уравнение преобразованием

приводится к дивергентному виду (см. уравнение 1.1.10.7)

где функция F(?) задается параметрически следующими формулами:

к Г dxf
~ J

'

(ах2 +Ьх -

Отметим некоторые частные случаи уравнения D), когда функцию F = F(?) можно записать

в явном виде:

dv д

av . э
к

0 Литература: В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин A996).

1.2. Уравнения с экспоненциальными нелинеиностями

1.2.1. Уравнения вида ~ = а-|^- +
dw

_

'

ИГ
~

Iе. Решение типа бегущей волны (к, /3 — произвольные постоянные):

w — w(z), z = kx + /3t,

где функция w{z) описывается автономным обыкновенным дифференциальным уравнением

ак w"zz — /3w'z + be
w
= 0.

2°. Точное решение:

где функция и(?) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

/1 1 Л

2 А

0 Литература: А. А. Самарский, В. А. Галактионов, С. П. Курдюмов, А. П. Михайлов A987),

N. Н. Ibragimov A994).

„ Qw

Это уравнение встречается в теории тепло- и массопереноса и теории горения.

1°. Точные решения (С— произвольная постоянная):

w(x,t) = 1п[/? + Cexp(±/ix — yaAt)], i—г~ / ,

2 - . . ..
f»= \/--. /* =

2е. Более широкий класс точных решений типа бегущей волны

iu = w(z), z = х + crt



описывается автономным обыкновенным дифференциальным уравнением

w"z - aw'z + a + beXw = 0. A)

Замена u{w) = w'z приводит A) к уравнению Абеля

uu'w - аи + а + beXw = 0. B)

При а — 1, Ь= —а, А = 2/а общее решение уравнения B) можно записать в параметрическом
виде

w = a In —-^-(arctgr + C)|, u= j[t + (t2 - l)(arctgr + C)].
® Литература: В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин A996).

+ а + Ъе +се ¦

Уравнения этого вида встречаются в теории тепло- и массопереноса и теории горения.

1°. Точные решения (С— произвольная постоянная):

где параметры /5, /j, определяются путем решения двух алгебраических уравнений

а/52 + Ър + с = 0, B)

,#У + Ас = 0. C)

Квадратное уравнение B) для E решается независимо. В общем случае система B)-C) дает

четыре набора искомых параметров, которым отвечают четыре точных решения исходного

уравнения.

Решения A) являются частными случаями более широкого класса решений типа бегущей
волны w = w(x + at).
2°. Замена и = е~Хг" приводит к уравнению с квадратичной нелинейностью

ди д2и ( ди\2 .2 ,Л Л
и = и

— али — оли — сА.
dt дх2 V дх )

Частному решению этого уравнения вида и = E + С ехр(А? + fix) соответствует решение A).

® Литература: В. Ф. Зайцев. А. Д. Полянин A996).

1.2.2. Уравнения вида -^- = a4-(eXw^-) + f(x,t,w)
dt дх \ дх I

dw

dt дх

Это уравнение описывает нестационарный теплоперенос в неподвижной среде, когда коэффи-
коэффициент температуропроводности экспоненциально зависит от температуры.

1°. Пусть w(x,t) —решение рассматриваемого уравнения. Тогда функция

А О ^

где С\, Ci, Сз, Са
—

произвольные постоянные, также будет решением этого уравнения.

2°. Точные решения (А, В, С, ц
—

произвольные постоянные):

w(x) = —-\п(Ах + В),
А

w(x,t) = ln(C — a\ut) Н lal-k-Xux2 + Ах + В).
А А

3°. Решение типа бегущей волны в неявном виде:

*

eXwdw
X + I3t ¦ -

-'

/3w + C2
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4°. Существуют точные решения следующего вида (Л = 1):

w(x,t) = fi(y), У = х/\Д,

где С, C— произвольные постоянные. Подставляя эти выражения в исходное уравнение, можно

получить обыкновенные дифференциальные уравнения для определения функций fi(y), /2F)
/3@. /4@-
® Литература: Л. В. Овсянников A959, 1978), А. А. Самарский, В. А. Галактионов, С. П. Курдюмов,
А. П. Михайлов A987), N. Н. Ibragimov A994).

dw d I -и} dw \
2. = e I + a.

dt dx \ dx I

1°. Точные решения:

w(x,t) = at + В + In I Ax + C\,
1 ... , o , 1 — 2exp(a? + ?

w(x,t) — at + В — In — ¦—

где А, В, С— произвольные постоянные.

2°. Преобразование
w = at + и(х, г), г = —eat + const

a

приводит к уравнению вида 1.2.2.1:

ди_ _ д_/ и 9и\

Иг
~

~дх\ ~дх)'
. Эад d ( w dw\ 2 vi
3. = е — а е .

dt dx \ dx J

Точные решения:

w(x,t) = In
±а ехр[2(±аа; + В)} + 2 ехр(±ах + В) + А

Ц^ах-В,
2a2(t + C)

где А, В, С — произвольные постоянные.

. dw
_

d ! и, dw \ w

~~dT
~

~~dx V dx ) ae

1°. Точное решение в виде суммы функций разных аргументов (Ci, Ci — произвольные

постоянные):

w(x,t) = и(х) — \n{C\t + С2),

где функция и = и(х) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

ихх + (их) + С\е~и + а = 0.

Интегрируя, получим его решение в неявном виде

du = ±х + d.

2°. Замена и = ew приводит к уравнению вида 1.1.6.5:

ди д2и 2
+

1°. Точное решение в виде суммы функций разных аргументов при а = к2 > 0:

w{x, t) = ln[Ci cos(kx) + Ci sin(fea;)] + bt + C$,

где С\, Съ, Сз — произвольные постоянные.
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2°. Точное решение в виде суммы функций разных аргументов при а = —к2 < 0:

w(x,t) = ln[Cich(fo:) + C2sh(kx)] +Ы + С3.

3°. Преобразование

w = Ы + и(х, т), т = —еи + const
Ь

приводит к уравнению вида 1.2.2.4:

6. -^

Точное решение:

ди д I и ди \

-Ъ7
= ^{е -дхГ)+ае ¦

w(x,t) = u(z)- -i- lnt, г = 21пх' + ^—-In*,
A A

где функция и = и(г) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

2a\e~z [2(euu'z)'z - еищ] + Ъ\еХи = A - \)u'z - 1.

Частный случай уравнения 1.6.12.4 при /(?) = с, <?(<) = s.

® Литература: В. А. Галактионов, С. А. Посашков A989).

Частный случай уравнения 1.6.12.1 при /(?) = Ып.

9. =afedt дх \ дх

Частный случай уравнения 1.6.12.1 при /(?) = бе*1*.

'

dt
~

дх \ дх

Частный случай уравнения 1.6.12.4 при f(t) = ce^, g{t) = 0.

,,
dw a / Лю dw \ , п —x-w

11. = а е ) + ot e
dt дх V Эх /

Частный случай уравнения 1.6.12.2 при f(t) = 0, g(t) = btn.

12. =а(е
dt дх V Эх

Частный случай уравнения 1.6.12.2 при f(t) = 0, g(t) =

13. ^=а-^
at ax

Частный случай уравнения 1.6.12.2 при f(t) = be1**, g(t) = се"'.

Точное решение в виде суммы функций разных аргументов (С — произвольная постоянная):

А

где функция <р(х) описывается линейным обыкновенным дифференциальным уравнением

второго порядка

а'Ф'хх + ЧЬх + c)V + Л = 0, V = eXv.
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15. *Z.=aJ(e
dt dx \ dx

Точное решение в виде суммы функций разных аргументов (С — произвольная постоянная):

w

А

где функция <р(х) описывается линейным обыкновенным дифференциальным уравнением
второго порядка

аф'х'х + ХЪе^ф + А = 0, ф = ех>р.

1.2.3. Другие уравнения

Частный случай уравнения 1.6.1.2 при f(z,w) = cez

Переходя от t, х к новым переменным t, z = x + Ct, получим более простое уравнение вида

1.2.1.3:
dw d^w \w 2Xw

+ be + се=

3. -—— = a + be
dt дх2 Эх

'

Частный случай уравнения 1.6.2.9 при f(w) = beXw.
Помимо решения типа бегущей волны w = w(x+\t) существует также точное решение вида

Частный случай уравнения 1.6.3.9 при f(x,t) — 0, g(x,t) = be<3x+>lt.

,
dw d2w

, \ f 6w \2

Частный случай уравнения 1.6.5.8 при f(w) = ае w.

Замена

и = expf — eXwj dw

приводит к линейному уравнению с постоянными коэффициентами dtu = дххи.

, Qw
,

dw в ( w dw \
6. \-w = a e .

dt dx dx \ dx J

1°. Решение типа бегущей волны в неявном виде:

где Ci, C2, X— произвольные постоянные.

2°. Точное решение:

w(x, t) = u(z) + lni, z = ln?,

где функция и = u(z) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

(и - z - \)uz + 1 = а(еии'г)'2-
- dw d ( „ Au> dw \
7. = a же—— .

dt dx \ dx /

Частный случай уравнения 1.6.15.11 при f(x) = ахп.
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8
dw

-

д
д (с^+^ дп>

'at вх V дх

Частный случай уравнения 1.6.15.11 при f(x) = ае1ЛХ.

„
dw d I a™ dw \

9. = а аде .

at вх V дх )

Решение типа бегущей волны (А, В — произвольные постоянные):

w{x, t) = -i ln (Ax +~A2t + B).
® Литература: А. А. Самарский, В. А. Галактионов, С. П. Курдюмов, А. П. Михайлов A987).

1.3. Уравнения с гиперболическими нелинейностями

1.3.1. Уравнения, содержащие гиперболический косинус

dw d2w
1

Частный случай уравнения 1.6.1.1 при f(z,w) = bchk(Xw).

2. — = а^г- + f3 chfe(Aw + bx + ct).at ox1

Частный случай уравнения 1.6.1.2 при f(z,w) = f3chk(z + Xw).

dw d2w
,

dw fc, .

3 = a+bX+CCh {XW)

Частный случай уравнения 1.6.2.11 при f(w) = 0, h(w) = cchk(Xw).

Частный случай уравнения 1.6.5.8 при f(w) = bchk(Xw).

,
dw

5

Частный случай уравнения 1.6.5.10 при /(ги) = bch*(Au;), g(t) = 0, h{i) = cchk(f3t).

Частный случай уравнения 1.6.12.4 при f(t) = cchk(f3t), g(t) = Ь.

7. = а ch (/Зад)—— .

9t 9ж L КИ '
dx 1

Частный случай уравнения 1.6.13.1 при f(w) = achk(/3w).

1.3.2. Уравнения, содержащие гиперболический синус

Частный случай уравнения 1.6.1.1 при f(z,w) = bshk(Xw).

Xw + Ьх + ct).
dt

Частный случай уравнения 1.6.1.2 при f(z,w) = /3sh (z + Xw).

„ dw а2ги
, ,

dw

Частный случай уравнения 1.6.2.11 при f(w) = 0, h(w) = cshk(\w).
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8w d2w fc, ./dw\2

Частный случай уравнения 1.6.5.8 при f(w) — bshk{Xw).

Частный случай уравнения 1.6.5.10 при f(w) = bshk(Xw), g(t) = 0, h(t) = cshk(f3t).

Частный случай уравнения 1.6.12.4 при f(t) = cshk(f3t), g(t) = —b.

dw 8 Г fc, . dw I
7. = a sh (dw) .

at ax I KH '
ax i

Частный случай уравнения 1.6.13.1 при f(w) = ashfc(/3iu).

1.3.3. Уравнения, содержащие гиперболический тангенс

,
dw d2w

Частный случай уравнения 1.6.1.1 при f(z,w) = bthk(\w).

Частный случай уравнения 1.6.1.2 при f(z,w) = f3ihk(z + \w).

,
dw d2w dw

3 + Ь

Частный случай уравнения 1.6.2.11 при f{w) — 0, h(w) = cthk(Xw).

4. = +bth{Xw)
at ax2

^ v '\ dx

Частный случай уравнения 1.6.5.8 при f(w) = bthk(Xw).

Частный случай уравнения 1.6.5.10 при /(го) = bthk(Xw), g(t) = 0, h(t) = cthfc(/3t).

dt dx I dx J

Частный случай уравнения 1.6.13.1 при f(w) = ath (/Зги).

1.3.4. Уравнения, содержащие гиперболический котангенс

1. ^L = a^^-+bcthh(Xw).
dt dx1

к '

Частный случай уравнения 1.6.1.1 при /(г, го) = bcthk(Xw).

2. —^- = а-^-^- + /3 cthfc(Aw; + bx + ct).

Частный случай уравнения 1.6.1.2 при /(г,го) = j3cthk(z + Xw).

dw d2w , dw

Частный случай уравнения 1.6.2.11 при f(w) = 0, h(w) = ccthk(Xw).
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Частный случай уравнения 1.6.5.8 при f(w) = bcthk(\w).

Частный случай уравнения 1.6.5.10 при f(w) = bcthk(Xw), g(t) = 0, h(t) = ccthk(j3t).
, dw д Г .,h,a ч dw ]6. —— = a—— cth (вю) .

dt dxi
VA^ '

dx J
Частный случай уравнения 1.6.13.1 при f(w) = acthk(Cw).

1.4. Уравнения с логарифмическими нелинейностями

1.4.1. Уравнения вида -^ = а^- + f(x,t,w)
at ox'*

dw d2w .

1. —— = a—— + bin w.
at ox2

Частный случай уравнения 1.6.1.1 при f(w) =blnw.

dw dw
2. = —\- aw In w.

dt dx2

Частный случай уравнения 1.6.1.1.

1°. Точные решения (А, В, С — произвольные постоянные):

w(x, t) = exp [Aeatx + —e2at + Beot),
w(x,t) = exp[-|- - >(i + AJ + Beat],

® Литература: В. А. Дородницын A979, 1982), А. А. Самарский, В. А. Галактионов, С. П. Курдюмов,
А. П. Михайлов A987).

2°. Точное решение:

w{x,t)=exp[Aeat + f(x)], A)

где функция f(x) задается неявно с помощью равенства

(Be~2f -af + \a)~ll2df = ±х + С. B)

В формулы A), B) входят три произвольные постоянные: А, В, С.

3°. Существуют более сложные решения вида

w(x,t) = exp [Aeat + f(x + Ы)],
где функция /(?) описывается автономным обыкновенным дифференциальным уравнением

4°. Замена

w(x,t) = exp(Aeai)u(x, t)
где А

—

произвольная постоянная, приводит к уравнению такого же вида

ди д2и .

= \- аи In и.
dt дх2

,
dw аго

, , , ,

3. = —|- aw In w + bw.

Замена w = е~ь/аи приводит к уравнению вида 1.4.1.2:

ди д2и
, ,

= —— + аи m и.
dt дх2
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4. -^- = —^- + aw In id + (bx + c)w.at ox*

Частный случай уравнений 1.6.1.5 и 1.6.1.7.

5. —— = + au> In w + (Ьх + ct + fc)i«.at aa:z

Частный случай уравнения 1.6.1.7.

Частный случай уравнения 1.6.1.9.

dw
'

at

Замена w = e" — Ь приводит к уравнению вида 1.1.4.3:

(—)
dt Эх2

'

\дх)

Точные решения уравнения A) при а < 0:

и(х, t) = С\ ехр(—at ± х\/—а ),

ди д2и ( ди\2 2
+ —) +аи2.

где С\,С2 — произвольные постоянные.

Уравнение A) имеет также точные решения вида

и(х, i) = ip(t) + rp{t) [A exp(x\/—a ) + А ехр(х\/—а)] при а < 0,

Подробности см. в 1.1.4.3.

® Литература: В. А. Галактионов, С. А. Посашков A989); рассматривался случай а > 0.

dw d"*w г 2

dt dx

Частный случай уравнения 1.6.1.10.

® Литература: В. А. Галактионов, С. А. Посашков A989).

1.4.2. Другие уравнения

,
dw d2w

,
dw

1. = — + а \- bw In w.
dt dx2 dx

Переходя от t, x к новым переменным t, z = x + at, получим более простое уравнение вида

1.4.1.2:
dw d2w

, ,
—— = а—— + bwlnw.
dt dzz

_ dw d2w
, , . dw ,

.

2. = а
— + bt— h сад Inw.

dt dx3 dx

Частный случай уравнения 1.6.2.6 при f(t) — 0, g(t) = Ь, h(t) = с, p(t) = s(t) = 0.

3. = a г—h ож h ctwlntw.
dt dx2 dx

Частный случай уравнения 1.6.2.6 при f(t) — b, g(t) = 0, h(t) = c, p(t) = s(t) = 0.

. dw a d ( fe dw \ , , ,

4. —— =

—t--^— (ж*-— ) +bwlnw.dt xh dx V 8x /

Значения k = 1 и А; = 2 отвечают задачам с радиальной и центральной симметрией.
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1°. Точное решение (А, В — произвольные постоянные):

w(x,t) = ехр[-4аA^е_К) + Be" - ±а(к + 1)е" 1пA - Ае~ы)].
0 Литература: А. А. Самарский, В. А. Галактионов, С. П. Курдюмов, А. П. Михайлов A987).

2°. Точное решение (А — произвольная постоянная):

w(x,t) =exp(Aebt)9(x),
где функция в(х) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением второго порядка

хк dx

3°. Замена

w(x,t) — ехр(Ае 1)и(х,Ь) (А— произвольная постоянная)

приводит к уравнению такого же вида

dt хк дх \ дх J

5. = — + aln (bw)( .

at вх2
v '\ вх J

Частный случай уравнения 1.6.5.8 при f(w) = alnk(bw).

1.5. Уравнения с тригонометрическими нелинеиностями

1.5.1. Уравнения, содержащие косинус

,
dw d2w

L а

Частный случай уравнения 1.6.1.1 при f(z,w) = bcosk(\w).

2. — = а^- + /3 cosfe(Aio + bx + ct).dt axJ

Частный случай уравнения 1.6.1.2 при f(z, w) = /3cos (z + \w).

,
dw d2w , dw

Частный случай уравнения 1.6.2.11 при f(w) = 0, h(w) = ccosfc(Au>).

л
dw d2w fe,x ,/8«J N2

4. = \- b cos (Xw) ) .

dt dx*
v '\ dx J

Частный случай уравнения 1.6.5.8 при f(w) = bcosk(\w).

,
dw d2w

5 + с cos
их

Частный случай уравнения 1.6.5.10 при f(w) = bcosk(Xw), g(t) = 0, h(t) = ccosk(f3t).
. dw а Г fe,o . 9ml
6. = a cos {pw) .

at dx L
KH '

dx\

Частный случай уравнения 1.6.13.1 при f(w) = a cos (/Зги).

1.5.2. Уравнения, содержащие синус

Частный случай уравнения 1.6.1.1 при f(z,w) = bsinfc(Aio).
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2.^ =

at

Частный случай уравнения 1.6.1.2 при f(z, w) = /3sinfc(z + Лги).

dw d2w dw . fc.. .

3 + Ь + {X)

Частный случай уравнения 1.6.2.11 при f(w) = 0, h(w) = csin*(Au>).
. dw d2w . k ( dw \2

Частный случай уравнения 1.6.5.8 при f(w) = bsiak(Xw).

dw 82w . fc. ,/йш\2 . fc. . dw

Частный случай уравнения 1.6.5.10 при f(w) = bsink(\w), g(t) = 0, h(t) = csmk(Ct).

, dw д r . fc . dw\6. =a sin (/Зад) .

at dxl
КИ '

дх J

Частный случай уравнения 1.6.13.1 при /(го) = asmk(Cw).

1.5.3. Уравнения, содержащие тангенс

, dw d2w

Частный случай уравнения 1.6.1.1 при f(z,w) = btgk(\w).

Частный случай уравнения 1.6.1.2 при f(z, w) = /3tgk(z + Xw).

,
dw 82w ,

dw
X + bX

Частный случай уравнения 1.6.2.11 при f(w) = 0, h(w) = ctg (Лги).

. dw 82w
, , . fc,. . ( dw \2

4 + btg {Xw){)
Частный случай уравнения 1.6.5.8 при f{w) = btgk(Xw).

,
dw d2w

5

Частный случай уравнения 1.6.5.10 при f{w) = btgk{Xw), g(t) = 0, h(t) = ctgfc(/3t).

, dw df, k/a . dw
6 alte{Cw)
Частный случай уравнения 1.6.13.1 при f(w) = atg (/Згу).

1.5.4. Уравнения, содержащие котангенс

,
dw

1

Частный случай уравнения 1.6.1.1 при f(z,w) = bctgk(Xw).

+ /3 ctgfc(At«, + bx + ct).2-=

Частный случай уравнения 1.6.1.2 при f(z,w) = 0ctsk(z + Xw).
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, dw d2w
,

dw fc/. .

Частный случай уравнения 1.6.2.11 при f(w) = 0, h(w) = cctgk(\w).
. dw
4

Частный случай уравнения 1.6.5.8 при f(w) = bctgk(Xw).

dw d*w
5

Частный случай уравнения 1.6.5.10 при /(ги) = bctgk(\w), g(t) = 0, h(t) — cctgk(/3t).

<¦
dw 8 Г fc, . 9

6=a[cts (/3w;)

Частный случай уравнения 1.6.13.1 при f(w) — actgk(f3w).

1.6. Уравнения, содержащие произвольные функции

1.6.1. Уравнения вида ^- = a-|^- + f(x,t,w)
at 8х^

. aw a2w . .

Уравнение Колмогорова—Петровского—Пискунова. Уравнения этого вида часто встречаются

в различных задачах тепло- и массопереноса (/ — скорость объемной химической реакции),

теории горения, биологии и экологии. Для функций / = f(w) степенного, экспоненциального

и логарифмического вида см. соответственно уравнения 1.1.1.1-1.1.1.7, 1.2.1.1-1.2.1.3 и 1.4.1.2,

1.4.1.3, 1.4.1.7, 1.4.1.8.

Iе. Решение, однородное по пространственной координате w = w(t):

dw

I = t + С, С — произвольная постоянная.
f(w)

2°. Стационарное решение w = w(x):

f[Ci + — [ f(w)dw] l/2dw = C2±x.

3е. Решения типа бегущей волны:

w = w(z), ±2 = x + At,

где А
—

произвольная постоянная. Функция w = w(z) описывается автономным обыкновенным

дифференциальным уравнением

aw'U - Xw'z + /Ы = 0. A)

Преобразование

z = (a/A)f, u(w) = w's
приводит A) к уравнению Абеля

uuw
- и + a\~2f{w) = 0. B)

В книге В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина B001 а) приведено много точных решений уравне-
уравнения B) для различных зависимостей / = f(w).

4°. В разд. А.3.2-1 (см. пример 1) приведено точное решение данного уравнения с функцией

/(¦ш), заданной в параметрической форме.
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2. ¦?=
Точное решение:

w = w(?), ? = bx + ct,

где функция u>(?) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

ab'w'x - civ's + /(?, w) = 0.

Преобразование

приводит к уравнению
dw d2w 1

которое допускает точные решения вида ги =

4. —— = a^at

1°. Точное решение:

«;(*,t) = ехр[Аеых + 5е« + |ЛV" + е" fe-btf(t)dt],
где А, В — произвольные постоянные.

2°. Точное решение:

w(z,t) = exp[<p{t)x2 + ip{t)].
Здесь функции <p(t) и rp(t) определяются по формулам

fit) =
A bflaebt , V@ = ВеЫ + ebt I e~bt [2a<p{t) + /(<)] dt,

где А, В — произвольные постоянные.

3е. Существуют также точные решения более общего вида

w(x,t) — exp[v?2(i)a;2 + <pi(t)x + <po{t)],
где функции <fi2(t), fi{t), <po(t) описываются системой обыкновенных дифференциальных урав-

уравнений (см. уравнение 1.6.1.9), которая может быть проинтегрирована.

4°. Точное решение:

f e~bt f{t)dt + Ф(х

где А, Л— произвольные постоянные, а функция Ф = Ф(г) описывается автономным обыкно-

обыкновенным дифференциальным уравнением

аФ + а(Ф'гJ - ЛФ; + ЬФ = 0,

порядок которого можно понизить на единицу.

5°. Замена

w(x,t) =ехр[е" ['e~btf(t)dt]u(x,t)
приводит исходное уравнение к более простому уравнению

ди д2и
а
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5- lit=
1°. Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

w(x,t) = ехр[Се" + е" f е~Нg(t) dtj<p(x),
где С — произвольная постоянная, а функция tp(t) описывается обыкновенным дифференци-
дифференциальным уравнением

аф'хх +bipln.'<p + f(x)ip = 0.

2°. Замена

w(x,t) = ехр[е" / erb'g{t)dtju(x,t)
приводит исходное уравнение к более простому уравнению

ди д2и ,
.

,,
.

~дГ
=

a!h? +ЪиЫи + f(x)u.

6. -~ = а-^- + f(t)wlnw-\-g(t)w.

1°. Точное решение:

w(x,t) = e>

где функции Ф^) и Ф(<) определяются по формулам

Ф(*) = AeF, Ф(?) = BeF + eF Г e'F(aA2e2F + g)dt, F = f f dt,

А, В — произвольные постоянные.

2°. Точное решение:

w(x,t) = exp[ip(t)x +ip(t)],
где функции ip(t) и ?/>(?) определяются по формулам

'A) , F = Jfdt,
= BeF + eF f e~F{2a<p + g) dt,

А, В — произвольные постоянные.

Существуют также точные решения более общего вида

w(x,t) = exp[tp2(t)x2 +ifi(t)x + ipo{t)],
где функции tf2(t), <pi(t), tpo(t) описываются системой обыкновенных дифференциальных урав-
уравнений (см. уравнение 1.6.1.9), которая может быть проинтегрирована.

® Литература: В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин ()99б).

7. ^L — а-^-^- + f(t)wlnw + [g(t)x + h(t)]w.
1°. Точное решение:

w(x,t) = exp[ip(t)x + V'M],
где функции ip(t) и г/>D) определяются по формулам

г

'Fgdt, F = fdt,
J

= BeF+eF J e-F{ay2+h)dt,

А, В— произвольные постоянные.

2°. Существуют также точные решения более общего вида

w(x,t) = exp[<p2(t)x2 + <pi(t)x + <po(t)],
где функции f2(t), Vi (t), <po(t) описываются системой обыкновенных дифференциальных урав-
уравнений (см. уравнение 1.6.1.9), которая может быть проинтегрирована.

® Литература: В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин A996).
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8-

Точное решение:

w(x,t) = ехр[—U + 1р(х)],
где функция ifi(x) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

ац>"хх + a(ip'xJ + }{х)<? + g{x) + b = 0.

При f,g = const это уравнение подстановкой u(ip) = (<р'хJ приводится к линейному
уравнению первого порядка.

® Литература: В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин A996).

9. ^ = a^- + f(t)w\nw + [g(t)x2 + h(t)x + s(t)]w.
Точное решение:

w{x,t) = exp[if2(t)x2 +ifi(t)x + <fo{t)],
где функции <pn(t) (n = 1, 2, 3) описываются системой обыкновенных дифференциальных
уравнений первого порядка с переменными коэффициентами (аргументы у функций /, g, h, s

не указываются, штрих обозначает производную по t)

ip'2 = Aaipl + ftp2 + g, A)

tp'i = 4aif2(f\ + /vi + h, B)

Vo = f<fo + a'-Pi + 2a<j92 + s. C)

Уравнение A) для функции у>2 = <P2(t) является уравнением Рнккати и может быть сведено к

линейному уравнению второго порядка. В книгах Э. Камке A976), В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина

B001 а) приведено много решений этого уравнения для различных функций /ид.

Если решение уравнения A) известно, то решения уравнений B), C) строятся последова-

последовательно (каждое из них линейно относительно искомой функции).

10. —- = а-|^ + (Ьто + с) [k In2 (bw + с) + f(t)ln(bw + с) + g(t)].
Замена

bw + с = ехр и, и = и(х, t)

приводит к уравнению вида 1.6.5.2:

дх .

которое имеет экспоненциальные и синусоидальные решения по переменной х.

1.6.2. Уравнения вида ^- = a-|^- + f(x^^w)^- +9(x,t,w)

,
dw а д ( „ dw \ ,, . .

1. = [х + f (t)w In w.
dt xn дх \ Bx J J v '

Это уравнение можно записать в виде

dw d2w an dw

Точное решение:
2

где функции ??(t), ^(t) описываются системой обыкновенных дифференциальных уравнений

первого порядка с переменными коэффициентами (аргументы у функций /, g не указываются)

ip't = 4aip2 + ftp,
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Последовательно интегрируя, получим

<p{t) = eF(A-AajeFdt)~\ F = J f dt,

ip{t) = BeF + 2a(n + l)eF f ipe~Fdt,

где А, В— произвольные постоянные.

dw d2w dw ,,
2 + b + f(^

Сделаем замену

_ ди_
вх'

а затем проинтегрируем полученное уравнение по переменной х. В результате приходим к

уравнению вида 1.6.3.3:

ди д2и Ь (ди\2 _.

^

где F(x, t) = / f(x, t) dx + g(t), g(t) — произвольная функция.

8w d2w .... dw

Переходя от t, x к новым переменным t, z = x + I f(t) dt, получим более простое уравнение

dw

которое имеет точное решение в типа бегущей волны w = w(kz + Xt).

. dw d2w .. . dw , .

4 a + /(t) + 9(tw)

Переходя от ?, а; к новым переменным t, z = х + I f(t) dt, получим более простое уравнение

dw

Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

w{x,t) = ехр [Се" + е" Г e-bth{t) dt] ^(x),

где С — произвольная постоянная, а функция </?(<) описывается обыкновенным дифференци-
дифференциальным уравнением

aip'L + f{x)<p'x + biplnip + g(x)<p = 0.

S «И + t^^W + 9(,t)]^- + h(t)wlnw + [xp(t) + s(t)]w.
at ox* ox

1°. Точное решение:

w(x,t)=ex.p[x<p(t)
где функции <р = ip(t), rp = %p{t) описываются системой обыкновенных дифференциальных

уравнений первого порядка с переменными коэффициентами

+g(t)<p + s(t). B)
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Интегрируя сначала A), а затем B), имеем {С\, Сг — произвольные постоянные)

•p(t) = CiE(t) + E(t) IA dt, E(t) = exp [| f{t) dt+J hit) dt),

m = C2H(t) + НЦ) I av^ +

у
+ S^

dt, [f
2°. См. уравнение 1.6.2.7 при rit) = 0.

S+
Точное решение:

ш(а;, t) = exp[
где функции (р — pit), гр = i>it), X = x(t) описываются системой обыкновенных дифференци-
дифференциальных уравнений первого порядка с переменными коэффициентами

ip't - 4ар2 + B/ + h)p + г, A)

ф[ = i4ap + f + hL> + 2gp + р, B)

Xt = hx + 2ap + aV2 + дф + s. C)

При r = 0 уравнение A) является уравнением Бернулли и легко интегрируется. В общем

случае уравнение A) для функции <р = pit) является уравнением Риккати и может быть

сведено к линейному уравнению второго порядка. В книгах Э. Камке A976), В. Ф. Зайцева,

А. Д. Полянина B001 а) приведено много решений этого уравнения для различных функций /,
h, г. После решения уравнения A) последовательно определяются решения уравнений B) и C),
которые линейны относительно функций ф = ф^) их — х(*)-

8-
ж

= аЁ^г + Iх*<*> + *1г] lit+ h{t)w lnw + [x2p{t) + s(t)^-
Точное решение:

w{x,t) = е

где функции <р = pit), ф = ф^) описываются системой обыкновенных дифференциальных
уравнений первого порядка с переменными коэффициентами

p't =4ap2 + i2f + h)p + p, A)

ф[ = 1гф + 2ia + д)р + s. B)

При р
= 0 уравнение A) является уравнением Бернулли и легко интегрируется. В общем

случае уравнение A) для функции р = <p{t) является уравнением Риккати и может быть

сведено к линейному уравнению второго порядка. В книгах Э. Камке A976), В. Ф. Зайцева,

А. Д. Полянина B001 а) приведено много решений этого уравнения для различных функций /,
h, р. После решения уравнения A) из линейного уравнения B) определяется ф =

dw d*w ,, . dw
9 + f{)

Решение типа бегущей волны:

w —

определяются неявной зависимостью

Xw- F(w) + A

где А, В— произвольные постоянные.

,„
dw d2w .,

s
dw .

> Fiw)= ffiw)dw,
J

Решение типа бегущей волны:

w = wiz), z = x + Xt,
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где функция w — w(z) описывается автономным обыкновенным дифференциальным второго

порядка

которое заменой w'z = u(w) сводится к уравнению первого порядка. О точных решениях

указанных обыкновенных дифференциальных уравнений для различных функций f(w) и g(w)
см. книгу В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина B001 а).

dw d2w г . . ¦, dw

~ёТ
=

а~^ + ifW + *>*]-&¦
Точное решение (С

—

произвольная постоянная)

ги = w{z), z — Ъх + СеГ ь,
где функция w(z) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

ab2w"zz + b[f(w) + z]w'z + h{w) = 0.

.,
dw d^w

,
r ,, . ,,.-, dw

r

Переходя от t, x к новым переменным t, z = x + / g(t) dt, получим уравнение, вида 1.6.2.9:
J

[/(-)+ .@1^+4-).
Переходя от t, x к новым переменным t, z = x + / g(t) dt, получим более простое уравнение

2вида 1.6.2.10:
dw d2w ,, . dw

S + Ww) + 9{t)

Точное решение (С — произвольная постоянная):

w = w(z), z = bx + Ce-bt +be~H f ebig(t) dt,

где функция w(z) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

ab2w"z + b[f(w) + z]w'z + h(w) ~ 0.

Точное решение:
w — w{?), ?

где функция w(?) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

) - с]Ц 4- g{?,w) = 0.

1.6.3. Уравнения вида -^ = а%%- + ь(^J + f(x,t,w)
at ox* v ox /

, dw d2w
,

1 +

Частный случай уравнения 1.6.3.3.
Точное решение в виде суммы функций разных аргументов:

w(x,t) = At + B + [ g(t)dt + <p(x).
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Здесь А, В — произвольные постоянные, а функция ip(x) описывается обыкновенным диффе-

дифференциальным уравнением

i о, ф~
которое с помощью замены ipx

= ——— приводится к линейному уравнению второго порядка:

Частный случай уравнения 1.6.3.3.

Точное решение:

где функции <p{t), ф{Ь), x(t) описываются системой обыкновенных дифференциальных урав-
уравнений первого порядка с переменными коэффициентами

V* = ^bf + /i A)

Фь — 4Ь<рф + д, B)

Xt = 2сир + Ъф2 + h. C)

Уравнение A) для функции tp является уравнением Риккати. В частном случае / = const оно

легко интегрируется с помощью разделения переменных. После определения ip последовательно

находятся решения уравнений B) и C), которые линейны относительно функций tp и Х-

9ги
_

d2w I 8w \2 ,, s

Замена и = ехр( —w) приводит к линейному уравнению для функции и = u(x,t):
\ а /

ди
_

д2и Ь_ , .

dt дх2 а
'

. 9ги 92ги
,

. / dw \2
,

1°. Это уравнение является частным случаем уравнения 1.6.5.1. Поэтому оно имеет точное

решение квадратичное по переменной х:

w(x,t) = ip(t)x2 +ф^)х + х^).

2°. Точное решение:

w(x,t)=Aect + ect f e"ct f{t) dt + 0@, ? = x + \t,

где А, Л— произвольные постоянные, а функция 0@ описывается автономным обыкновенным

дифференциальным уравнением

а.е'к + ь@'?J - а©^ + с© = о.

dw d2w
,

5 а +

Точное решение в виде суммы функций разных аргументов:

w{x,t) = Aect + ip(x).

Здесь А — произвольная постоянная, а функция ip(x) описывается обыкновенным дифферен-
дифференциальным уравнением

a<plx + Ъ(<р'хJ + ар + f(x) = О,
, а ф'

которое с помощью замены <рх
= zs- приводится к линейному уравнению второго порядка

а2фхх + асф'х + Ъ/(х)ф = 0.
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,
dw

Точное решение в виде суммы функций разных аргументов:

w(x,t)= <p{x) + Aect + ect Г e~ctg{t) dt.

Здесь А — произвольная постоянная, а функция tp(x) описывается обыкновенным дифферен-
дифференциальным уравнением

2

i а, ф'
которое с помощью замены <рх

= — —?-
приводится к линейному уравнению второго порядка

Частный случай уравнения 1.6.5.1 при f(t) = Ь.

?)*+»(?)*+«-"+
Частный случай уравнения 1.6.5.2.

Замена и = ехр(Аги) приводит к линейному уравнению для функции и = u(x,t):

1°. Преобразование

приводит к уравнению

2 I .dw

которое допускает точное решение вида ги = ги(?).

2°. В частном случае / = /(?) имеется также точное решение вида w = Ст + у?@> где

С—произвольная постоянная, а функция <р{?) описывается обыкновенным дифференциальным
уравнением

2

1.6.4. Уравнения вида ^- = а^- + b(^f + f(x,t,w)^-+ g(x,t,w)

+Ь) +n*)

Точное решение в виде суммы функций разных аргументов:

w(x, t) = <р(х) + Cekt + eki f e~kth(t) dt,

где С — произвольная постоянная, а функция (р(х) описывается обыкновенным дифференци-

дифференциальным уравнением второго порядка с переменными коэффициентами

а<р'1, + Н<р'хJ + f(x)v'. + к? + д(х) = 0.
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1 <w - •??¦ + »(?)' + /<•>?+-•+»w- + мо.

Частный случай уравнения 1.6.5.5.

3 ? +

Уравнение имеет точное решение вида

w(x, t) — <p(t) + ф(г) ехр(Хх),

где Л— корни квадратного уравнения ЬЛ2 + сЛ + к — 0.

9™ 92ги /ЭгиЛ2 ,, . dw . .

4а +Ь) +f(^)+(t)

Замена и = expf—w) приводит к линейному уравнению для функции и = и(х, t):

0 + ЧИ) + '<*¦

Замена и = ехр(Лгс') приводит к линейному уравнению для функции и — u{x,t);

^7 =

а7ГТ + Я*- *)|^ + Aff(i, t)u + Щх, t).
at ox* ox

1.6.5. Уравнения вида

-?f
=

a~^- + ^^^'^H^-) +9(^,«,^)— + h(x,t,w)

. dw d2w

Точное решение:

%u(x,t) = ^{t)x2 +ip(t)x + X(t),

где функции ifi{t), ip(t), x{t) описываются системой обыкновенных дифференциальных урав-

уравнений первого порядка с переменными коэффициентами

<Pt =

1>'t = W<P + 9)il>, B)

X't =9X + 2a<^ + /V2 + ft. C)

Уравнение A) для функции tp является уравнением Бернулли и легко интегрируется.

После этого последовательно определяются решения уравнений B) и C), которые линейны

относительно функций ф и х- В итоге получим

= Jgdt,

X = А3е° + е° Г е-С{2а<р + frf>2 + h) dt,

D)

где А\, Аг, Аз — произвольные постоянные.

Предельному переходу А\ -* со в D) соответствует вырожденное решение с <р
= 0.

® Литература: В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин A996).
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/С) (¦?=¦
Iе. Точное решение:

w(x,i) = ^@ + ^@ехр(±жУ^Ь), Ь<0, A)

где функции узD) и V"(t) описываются системой обыкновенных дифференциальных уравнений
первого порядка с переменными коэффициентами (аргументы у функций /, д, h не указываются)

<p't=bf<p2 + g<p+h, B)

¦фь = BЧ<р + д-аЬ)ф. C)

Уравнение B) для функции уз = (p(t) является уравнением Риккати и может быть сведено к

линейному уравнению второго порядка. В книгах Э. Камке A976), В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина

A997) приведено много решений этого уравнения для различных функций /, д, h.

Если решение уравнения B) известно, то решение уравнения C) для функции ф = p(t)
определяется по формуле

= Сехр[- fBbf(p + g) dt\,, D)

где С
—

произвольная постоянная.

Отметим два частных случая интегрирования уравнения B).

Решение уравнения B) при h = 0:

ip(t)=eG(Ci-b f feGdty\ G=fgdt,
где С\ — произвольная постоянная.

Если функции /, д, h пропорциональны:

g = af, h = 0f (q, p = const),
то решение уравнения B) имеет вид

dip

I . 2л_ _

= / fdt + d, E)
Ь<рг + ар + 0 J

где Сг — произвольная постоянная. После интегрирования левой части выражения E) можно

получить явный вид зависимости if — <p(t).
2°. Точное решение более общего вида

w(x,t) = <p{t) + i/'(i)[Aexp(a;v/=b) + Вехр(-хУ^Ь)], b < 0, F)

где функции tp(t) и ф(Ь) описываются системой обыкновенных дифференциальных уравнений
первого порядка с переменными коэффициентами

B2 }1, G)

(8)

Из уравнения (8) можно выразить <р через ф, а затем подставить в G). В итоге получается

нелинейное уравнение второго порядка для функции ф (при f,g,h = const это уравнение

является автономным и допускает понижение порядка).
Отметим два частных случая решения вида F), которые выражаются через гиперболические

функции:

w(x,t) = ф) + фA)вЪ(х^^Ь), А=\, В = -\.
3°. Точное решение (с — произвольная постоянная):

•ш(х,г) = 1р(г)+ф(Ь)со8(х^+с), Ъ>0, (9)

где функции ip(t) и i/i(t) описываются системой обыкновенных дифференциальных уравнений
первого порядка с переменными коэффициентами

, (Ю)

(И)
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Из уравнения A1) можно выразить <р через ф, а затем подставить в A0). В итоге получается

нелинейное уравнение второго порядка для функции ф (при f,g,h = const это уравнение
является автономным и допускает понижение порядка).

® Литература: В. А. Галактионов, С. А. Посашков A989, рассматривался случай f,g,h = const),
В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин A996).

3"
Ж

=

Уравнение имеет точное решение вида

w(x,t) =

где Л — корни квадратного уравнения Л2 + ЬХ + с = 0.

. dw d2w „, ,/0ш\2 ,
ч
dw

,

Точное решение в виде суммы функций разных аргументов:

w(x, t) = v(x) + Cebt + eht J e~btp(t) dt,

где С — произвольная постоянная, а функция <р(х) описывается обыкновенным дифференци-
дифференциальным уравнением

a<p'L + f{x){<f'xJ + 9{x)<p'x +b<p + h(x) = 0.

Переходя от t, x к новым переменным t, z = x+ I g(t) dt, приходим к уравнению вида 1.6.5.2:

Точное решение квадратичное по переменной х:

w(x,t) = (p(t)x2 + ip(t)x + x(t),

где функции <p(t), i>(t), x(i) описываются системой обыкновенных дифференциальных урав-
уравнений первого порядка с переменными коэффициентами

A)

, B)

x't =hX + 2aip + fip2 + доф + s. C)

Уравнение A) для функции <р = <p(t) является уравнением Риккати и может быть сведено к

линейному уравнению второго порядка. О решениях этих уравнений см. книги Э. Камке A976),
В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина B001а). В частном случае при р = 0 уравнение A) является

уравнением Бернулли и легко интегрируется.

Если решение уравнения A) известно, то решения уравнений B) и C) получаются после-

последовательно (они линейны относительно функций ф и х)-

Замена и = wl~k приводит к линейному уравнению для функции и = и(х, t):
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„
dw 82w

, .,

Замена

и - I F(w) dw, где F(w) - ехр Г / f(w) dw\,
приводит к линейному уравнению с постоянными коэффициентами для функции и — и(х, t):

—
- ?^.

dt
~

~Ы?'

„
dw 82w

,
.. ,/8ш\2 , ,8tii

Замена

u= I F(w)dw, где F(tu) = exp[ //(w)dtul,
приводит к линейному уравнению для функции и = u{x,t):

ди д^и ,
ч
ди

Некоторые точные аналитические решения полученного уравнения (при произвольной функ-
функции д) приведены в книге А. Д. Полянина B001 Ь).

Замена

и= F(w)dw, где F(w) = ехр / f(w) dw ,

приводит к линейному уравнению для функции и = u(x,t):

ди д2и

Это уравнение может быть сведено к линейному уравнению теплопроводности с постоянными

коэффициентами [см. А. Д. Полянин B001 Ь)].

&w d2w ?l \( dw \2 . , dw

Замена

и= F(w)dw, где F(w) = ехр[ / f(w) dw\,

приводит к линейному уравнению для функции и = u(x,i):

ди д2и
. , ,,

ди

Решение типа бегущей волны:

w = w(z), z = x + \t,

где функция w = w(z) описывается автономным обыкновенным дифференциальным уравне-
уравнением

aw'z'z + f(w)(w'zJ + [g(w) - X]w'z + h(w) = 0. A)

Замена w'z = u{w) приводит к уравнению первого порядка

auuw + f(w)u2 + [g(w) - X]u + h{w) = 0. B)

О точных решениях обыкновенных дифференциальных уравнений A) и B) для различных

функций f(w), g(w) и h(w) см. книгу В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина B001 а).
Отметим, что в частном случае Л = 0 из B) получим линейное уравнение, которое легко

интегрируется.
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1.6.6. Уравнения вида -^- = а^- + f(x,t,w, ^-
at ох* V дх

Точное решение в виде суммы функций разных аргументов (С —¦

произвольная постоянная):

w(x,t) = ф) + Сеы + еи Гe~btp(t) dt,

где функция (р(х) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением второго порядка

о/хх + f(x)(<p'x)k + g{x)tp'x + Ъч> + h(x) = 0.

dw d2w
2 +

Точное решение в виде суммы функций разных аргументов (С — произвольная постоянная):

w(x, t) = ф) + Cebt + ebt I e~btg{t) dt,

где функция (р(х) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением второго порядка

a(p'xX + f(x,(p'x) + btp = O.

,
dw 82w ( 1 dw

3 a + wft

Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

w(x,t) - Aexp\\x + a\2t+ f(t,X)dt\,
где А, Л— произвольные постоянные.

1.6.7. Уравнения вида ^ = f(x,t

. dw , 2 , . \
92w . dw .. ,

1. — = (ах +6)_5-+ах— +/(«,).

/dx, . приводит к уравнению вида 1.6.1.1:
Vax2 + Ъ

dw d2w
, ,, ,

dt xn дх \ dx ) ач '

Это уравнение можно записать в виде

Точное решение:

w(x,t) = e

где функции tp(t), xp(t) описываются системой обыкновенных дифференциальных уравнений
первого порядка с переменными коэффициентами (аргументы у функций /, g не указываются)

+ 9<Р,

ф[ = 2(n + \)f<p + дф.

Последовательно интегрируя, получим

eGdty\ G=fgdt,

2(n + l)eG Г

где А, В—произвольные постоянные.

= eG (А - 4

= BeG
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3

Точное решение:

где функции y>(i), ^i(t) описываются системой обыкновенных дифференциальных уравнений

первого порядка с переменными коэффициентами

p, A)

i>'t = эф + 2{f + h)<p + q. B)

При p
= 0 уравнение A) является уравнением Бернулли и легко интегрируется. В общем

случае уравнение A) для функции tp = ip{t) является уравнением Риккати и может быть

сведено к линейному уравнению второго порядка. В книгах Э. Камке A976), В. Ф. Зайцева,

А. Д. Полянина B001 а) приведено много решений этого уравнения для различных функций /,
д, s, р. После решения уравнения A) из линейного уравнения B) определяется ip =

-

Точное решение:

w(a;,t)=e

где функции ip(t) и Ф{Ь) описываются обыкновенными дифференциальными уравнениями

Интегрируя, получим

<p(t) = G(t)[A-X2 J' f{t)G{t)dt]~\ G(t) = exp[Jg(t)dt\,

где А, В — произвольные постоянные.

,
8w d

5

Это уравнение можно записать в виде

Точное решение:

w(x,t) = exp[/leof
где А

—

произвольная постоянная, а функция ip(t) описывается обыкновенным дифференци-
дифференциальным уравнением

6-
"Ж-=

"

Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

w{x,t) = exp[Ceot +eat f e~ath(t)dt\<p{x),
где С— произвольная постоянная, а функция ip(x) описывается обыкновенным дифференци-
дифференциальным уравнением

'xYx + aip\n ip + д{х)ч> = 0.
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7. *? = /(*)-§^- + 9(*)~ + awlnw + [h(x) + s(t)]w.
Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

[/¦
-1

(л
at at I — at /±\ ii / \

Ce +e I e s(t) dt\ip(x),

где С — произвольная постоянная, а функция <р{х) описывается обыкновенным дифференци-
дифференциальным уравнением

f(x)tp'xX + д(х)<р'х + a<pln<p + h(x)ip = 0.

Точное решение в виде суммы функций разных аргументов:

w(x, t) = <p(x) + Ceat + eat I e~atq(t) dt,

где С — произвольная постоянная, а функция ip(x) описывается обыкновенным дифференци-
дифференциальным уравнением

f(x)ip'xX + g(x)(ip'xJ + h(x)<p'x + а<р + р(х) — 0.

Точное решение в виде суммы функций разных аргументов:

w(x, t) = ф) + Ceat + eat I e-atq(t) dt,

где С — произвольная постоянная, а функция (р(х) описывается обыкновенным дифференци-
дифференциальным уравнением

(х)(<р'х)'! + h(x)tp'x + a<p + p(x) = 0.

Точное решение в виде суммы функций разных аргументов:

w{x,t) = <р{х) + Ceat + eat f e~ath{t) dt,

где С — произвольная постоянная, а функция <р(х) описывается обыкновенным дифференци-
дифференциальным уравнением

f(x)<pxx + д{х, (р'х) + а<р = 0.

1.6.8. Уравнения вида ^- — aw^-^- -f- f(x,t,w)—^- + g(x,t,w)
ot ox ox

\- ^(ж)ю -\- bx -|- с

Точное решение:

/ ч , ч , 1 Г,
w(x, t) — (Ъх + c)t + Ax + В / (х

—

а Jx0
где А, В, хо — произвольные постоянные.

Частный случай уравнения 1.6.9.6.

1°. Точное решение:

w(x,t) = F{t)(Ax + В) + F(t) J Ал, F(t)=eXV[J f(t)dt],
где А, В—произвольные постоянные.
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2°. Точное решение:

w{x, t) = <p(t)(x2 + Ах + В) + ip(t) f Щ-dt,
J v(t)

v(t) = F(t)[c-2ajF(t)dt]~\
где А, В, С— произвольные постоянные.

3 a + C*

Частный случай уравнения 1.6.9.7 при 6 = 0.

4. -5^- = aw^~ - ak2w2 + f(x)w + Ъх sh(fca:) + b2 ch(fcx).

Точное решение:

w(x,t) = t[bi sh(kx) + b2 ch(kx)] + ip(x).
Здесь функция ip(x) описывается линейным неоднородным обыкновенным дифференциальным
уравнением с постоянными коэффициентами

aipxX-ak2ip + f(x)=0,

общее решение которого имеет вид

ф) = Ci sh{kx) + C2 ch(fcr) - \ Г /(Osh[fc(x - О] d(,
ак Jxa

где А, В, хо — произвольные постоянные.

5. = ого——— + ak2w2 + f(x)w + 6i sin(fca:) + 62 cos(fcx).at ox?
Точное решение:

w(x, t) = t [61 sin(fcx) + 62 cos(A;x)] + ip(x).
Здесь функция (р(х) описывается линейным неоднородным обыкновенным дифференциальным
уравнением с постоянными коэффициентами

aipxX+ak2tp + f{x)=0,

общее решение которого имеет вид

ф) = Ci sin{kx) + С2 cos(fcx) - \ I /(?) sin [k(x - О] d?,

где А, В, хо — произвольные постоянные.

, dw 82w
,

.... dw
6 +m

Частный случай уравнения 1.6.9.6. Преобразование

w(x,t) = G(t)u(z,T), z = x+ f f(t)dt, T = JG{t)dt, G(t) = exp[fg(t)dt]
приводит к более простому уравнению

ди д2и

Последнее допускает точное решение типа бегущей волны и = u(kz + Хт) и решение в виде

произведения функций разных аргументов и = 1р(г)ф{1).

Частный случай уравнения 1.6.9.6.
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Преобразование

w(x,t) = G(t)u(z,r), z = xF(t), т = J F2(t)G(t)dt,

где функции F и G определяются формулами

F(t) = exp [J f(t) dt], G{t) = exp [J g{t) dt] ,

приводит к более простому уравнению

ди д2и

Последнее допускает точное решение типа бегущей волны и = u(kz + Лг) и решение в виде

произведения функций разных аргументов и = tp(z)ip(t).

Преобразование

w(x,t) = H(t)u(z,r), z = xF(t) + Jg(t)F(t)dt, т = J F2(t)H(t)dt,

где функции F(t) и H(t) определяются формулами

F{t) = exp [J f{t) dt], H(t) = exp [J h(t) dt],
приводит к более простому уравнению

ди д2и

Последнее допускает точное решение типа бегущей волны и = u(kz + Лг) и решение в виде

произведения функций разных аргументов и = 1р(г)ф{Ь).

10

Точное решение:

w(x,t)

где функции tp(t), ip(t), 0(x) описываются системой обыкновенных дифференциальных урав-

уравнений

(p't = С(р2 + g{t)(p,
ф[= [Op + g(t)]il> + h(t),
а&'^х + f{x)&'x = С,

где С— произвольная постоянная. Последовательно интегрируя, получим

-С jG(t)dt]~\ G(t) = exp[Jg(t)dt],

где А\. Ai, Bi. Во—произвольные постоянные.
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И. -^- = av}-j^T + f№w~?t + 9(x)w2 + h(t)w.

Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

w(x,t) = tp(x)H(t)[A-B f H(t)dty\ H(t) = ex

Здесь А и В— произвольные постоянные, а функция <р(х) описывается линейным обыкновен-

обыкновенным дифференциальным уравнением второго порядка

ар'хх + f(z)(p'x + д{х)(р = В.

О точных решениях этого уравнения при различных функциях f(x) и д(х) см. книги Э. Камке

A976), В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина B001 а).

1.6.9. Уравнения вида

dw I . , ч d2w . ., , ч / dw N2 . / . ч 8w
, . / , ч

— = (aw + Ь)-^- + f(x,t,w){—) +g(x,t,w)— + h(x,t,w)

•¦¦?=•?(-?¦)+*•>-+»<•>¦
Частный случай уравнения 1.6.9.6.

Частный случай уравнения 1.6.9.7.

dw 8 ( dw \ , . 2
3. = а w + f(x)w .

dt Эх V dx J
JK '

Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

w = (At + C)-"V(z)>
где А, С — произвольные постоянные, а функция <р(х) описывается обыкновенным дифферен-
дифференциальным уравнением

aip'L + 2f(x)ip + 2\ф1/2 = 0, гр = <р2.
. dw д ( dw \ .. . dw
4 {)+f^
Частный случай уравнения 1.6.9.6.

Преобразование

(x,t) = G(t)u(z,r), z = x+ f f(t)dt, r = JG(t)dt, G(t) = exp[Jg(t)dtj
приводит к более простому уравнению вида 1.1.7.1:

ди д ( ди
и

,
dw д ( dw \

, .... dw

Преобразование

w(t,x)=u{z,T)G(t), z = xF(t), r = JF2(t)G(t)dt,
где функции F и G определяются формулами

F(t) = exp [J f{t) dt], G(t) = exp [J g(t) dt],
приводит к более простому уравнению вида 1.1.7.1:

ди д
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Точное решение квадратичное по переменной ж:

где функции V'M. ^М> x@ описываются системой обыкновенных дифференциальных урав-
уравнений первого порядка с переменными коэффициентами (аргументы у функций /, g, h, s не

указываются)

y't = 2B/ + а)<р2 + hip, A)

B)

h)X + /ф2 + gip + s, C)

Уравнение A) для функции tp = <p(t) является уравнением Бернулли и легко интегрируется.
После этого решения уравнений B), C) строятся последовательно (каждое из них линейно

относительно искомой функции).

0 Литература: В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин A996).

- + .м-

1°. Точное решение, содержащее экспоненциальную функцию х:

_г \ 1/2

JJ , A)

где функции у>(?) и г/^) описываются системой обыкновенных дифференциальных уравнений

первого порядка с переменными коэффициентами (аргументы у функций / и д не указываются)

/( = су2 + ftp + g, B)

; V C)

Уравнение B) для функции ip = ip(t) является уравнением Риккати и может быть сведено к

линейному уравнению второго порядка. В книгах Э. Камке A976), В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина

B001 а) приведено много решений этого уравнения для различных функций /, д.

В частности, при д
= 0 уравнение B) является уравнением Бернулли, которое легко

интегрируется. В другом случае при f,g = const частное решение уравнения B) — константа

tp
=

ipo, которая является корнем квадратного уравнения cipl + fipo + д = 0. Замена и = (р
—

(ро

приводит к уравнению Бернулли.
Если решение уравнения B) известно, то решение уравнения C) для функции ф — ф(?)

определяется по формуле

</>(г) = Сехр[У(аА2^ + 2с^ + /)^], D)

где С— произвольная постоянная.

2°. Точное решение, содержащее гиперболический косинус (А — произвольная постоянная):

1/2
E)

где функции ip(t) и ф{Ь) описываются системой обыкновенных дифференциальных уравнений

первого порядка с переменными коэффициентами (аргументы у функций f u дне указываются)

ip't = ар2 - Ь\2ф2 + f<p + g, F)

ф\ = (oAV + 2су> + f)tp. G)

Из уравнения G) можно выразить <р через ф, а затем подставить в F). В итоге получается
нелинейное уравнение второго порядка для функции ф (при/, д = const это уравнение является

автономным и допускает понижение, шюялка!.. . ,
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3°. Точное решение, содержащее гиперболический синус (А— произвольная постоянная):

где функции ip{t) и ф{€) описываются системой обыкновенных дифференциальных уравнений

первого порядка

(p't = ар2 + Ъ\2ф2 + fv + g,

4°. Точное решение, содержащее тригонометрическую функцию (А — произвольная постоян-

постоянная):
/ г \I/2

w(x,t) = ip{t) + i)(t)cos(\x + A), А=(——) , (8)

где функции ip(t) и ip(t) описываются системой обыкновенных дифференциальных уравнений
первого порядка

щ = с<р2 + Ь\2ф2 + f<p + g, (9)

ip't = (-a\2(p + 2ap + f)il>. A0)
Из уравнения A0) можно выразить <р через ф, а затем подставить в (9). В итоге получается

нелинейное уравнение второго порядка для функции ф (при /, д = const это уравнение является

автономным и допускает понижение порядка).
® Литература: В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин A996).

8. ^ = {aW + b

Преобразование

u(z,t)=w(x,t) + ~, z = x+ I f(t)dt
a J

приводит к уравнению вида 1.6.9.7 для функции и = u(z,t).

Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

где (р(х), ф(Ь) описываются системой обыкновенных дифференциальных уравнений (С —

произвольная постоянная):

+ Kx)V2 = Су, A)

ф B)

Общее решение уравнения B) дается формулами

ф{1) = Р{1)[А-С jp{t)dtY\ P(t) = exp[Jp(t)dt\,
где А—произвольная постоянная. В частном случае при / = 0 уравнение A) после сокращения

на (р приводится к линейному уравнению второго порядка; о его точных решениях при

различных функциях д(х) и h{x) см. книги Э. Камке A996), В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина

B001 й).

+ h(t)w + p2(t)x2 + p!(t)x + po(t).

Уравнение имеет точное решение квадратичное по переменной х:

где функции <p(t), ф(г), х(*) описываются системой обыкновенных дифференциальных урав-

уравнений первого порядка с переменными коэффициентами, которая здесь не приводится.
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1.6.10. Уравнения вида -^ = awm^ + f(x,t,w, ^L
ot ox \ dx

1°. Пусть и = u(x) — любое нетривиальное (частное) решение линейного обыкновенного

дифференциального уравнения второго порядка

av!xX + f(x)u = 0. A)

Преобразование

_

Г dx
_

w

упрощает исходное уравнение и приводит его к следующему виду.

dz 4 d2z
=az

Используя замену v — z~3, получим уравнение вида 1.1.7.4:

dt д? $

Точные решения этого уравнения см. в 1.1.7.6 при т = —4/3.
2°. Точное решение в виде произведения функций разных аргументов (С, Л — произвольные

постоянные):

где функция g = g(x) определяется из уравнения Ермакова

ag':x + f(x)g + Xg-3=0. B)

Если известно частное решение и — и(х) линейного уравнения A), то общее решение
нелинейного уравнения B) имеет вид (см., например, В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин, 2001 а)

где А, В — произвольные постоянные (А ф 0).

Преобразование

w{x,t) = F(t)u(x,r), r = jFm(t)dt, F(t) = exp[Jf{t)dt]
приводит к более простому уравнению вида 1.1.6.8:

ди т д2и
—- =аи —-.

дт дх2

Преобразование

w(x,t) = u(z,r)G{t), z = xF(t), т= f F2(t)Gm(t)dt,

где функции F и G определяются формулами

F{t) = exp [J f(t) dt], G{t) = exp [J g{t) dt],
приводит к более простому уравнению вида 1.1.6.8:

ди
_

m д2и
— -о,и -g^-.
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Точное решение в виде произведения функций разных аргументов (С, Л — произвольные

постоянные):

w[x, t) = {m\t + С)~1/тф),
где функция (р — <р(х) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

1.6.11. Уравнения вида ~ = a—(wm—) + f(x,t,w,
at dx V dx I \

dw

~dx
dw 8 ( -4/38ш\ */„\,.,-1/з

1°. Замена w = v~ приводит к уравнению вида 1.6.10.1:

dv 4 d2v i ,, .

2°. Пусть и = и(ж) — любое нетривиальное (частное) решение линейного обыкновенного

дифференциального уравнения второго порядка

Преобразование

-, Z = WU

упрощает исходное уравнение и приводит его к уравнению 1.1.7.4:

dz д

0 Литература: В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин A996).

. dw 8 ( т dw \ .. ч
2. = a го + f(t)iv.

at дх\ ax ) J w

Преобразование

w{x,t)=u{x,T)F{t), r = JFm(t)dt, F(t) = eXp[Jf(t)dt],
приводит к более простому уравнению вида 1.1.7.6:

ди д I m ди
_

д I m ди \

~a~dx\U ~дх)'
При т = —2 об этом уравнении см. 1.1.7.3.

Замена u = wm приводит к уравнению вида 1.6.9.6:

ди д2и а ( д

dt дх2 т \ д

которое допускает решения вида и = tp(t)x2 + %f)(t)x +

ди д2и а ( ди\2 . .

dt дх2 т \ дх J

Замена u = u)m приводит к уравнению вида 1.6.9.6:

ди д2и

которое допускает решения вида и = ^D)я2 + tp(t)x
(•) Литеватуоа: В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин A996).
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5-
ж

= a~

При Ъ = 0 см. уравнение 1.6.11.4:

Замена и = wm приводит к уравнению вида 1.6.9.7:

ди д2и а ( ди \2

которое допускает решения следующих типов:

и(х, t) = <p(t) + i>{t) ch(Ax + С),
u{x, t) = (p(t) + ip{t) sh(Ax + C),

u{x, t) = (p(t) + \j)(t) cos(Ax + C),

где функции <p(t) и ip(t) описываются системой обыкновенных дифференциальных уравнений

первого порядка, параметр А является корнем квадратного уравнения, С — произвольная

постоянная.

0 Литература: В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин A996).

Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

где А, С — произвольные постоянные, а функция ip(x) описывается уравнением

ai'L + (т + l)f(x)ip + A(m+ l)^"ST+T = о, ф = tpm+l.
В книге В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина B001а) приведены точные решения этого уравнения

для некоторых функций f(x).

„
dw д

7--9Г
=

а-^
Преобразование

w[x, t) = u{z, т) exp [Jg(t) dt], z = x +ff(t) dt, т = J exp [mfg(t)dt] dt

приводит к более простому уравнению вида 1.1.7.6:

ди д ( m ди \

( m dw

Преобразование

u;(t,x) =uB,r)G(t), z = xF(t), т = Г F2(t)Gm(t)dt,

где функции F и G определяются формулами

F(t) = exp [J f{t) dt], G(t) = exp [| g(t) dt],
приводит к более простому уравнению вида 1.1.7.6:

a
дт ~adz

В частном случае то = —2 это уравнение может быть преобразовано к линейному уравнению
теплопроводности с постоянными коэффициентами (см. 1.1.7.3).
© Литература: В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин A996). .

-
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Преобразование

w(x,t) = u(z,T)H{t), z = xF(t) + Jg{t)F{t)dt, r= f F2(t)Hm(t)dt,
где функции F и Н определяются формулами

F(t) = exp[y f(t) dt], H(t) = ехр[У ft(t) «ft],
приводит к более простому уравнению вида 1.1.7.6:

ди д f m ди

При тп = — 2 см. уравнение 1.1.7.3.

0 Литература: В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин A996).

1.6.12. Уравнения вида ? = .i(,'^) +

Преобразование

,
t= fexp[\F(t)]dt, F{t) = Г f(t)dt,

приводит к более простому уравнению вида 1.2.2.1:

ди
_

8 ( хи ди

дт
~а

дх Г

Замена и = eXw приводит к уравнению вида 1.6.8.2:

которое допускает решения вида и — f{t)x2 + ip{t)x

Замена и = е
w

приводит к уравнению вида 1.6.8.1:

~Ж
= aU~dx^ + Xf№u

которое допускает решения вида и = \(bx + c)t + <р(х).

При Ь = 0 см. уравнение 1.6.12.2.

Замена и = е

w

приводит к уравнению вида 1.6.9.7:

которое допускает решения следующих типов:

и(х, t) = v(t)
и(х, t) = (p(t) + ip(t) ch(fj,x + С),
u(x,t) = (p(t) + фЦ) sh{fj,x + С),
u(x, t) = (p(t) + ф(г) cos(fix + C),

где функции ip(t) и ф{Ь) описываются системой обыкновенных дифференциальных уравнений
первого порядка, параметр ц является корнем квадратного уравнения, С — произвольная
постоянная.

® Литература: В. Ф. Зайцев, А. Д. Поляннн A996). . ,v
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Точное решение в виде суммы функций разных аргументов;

w = —— ln(\t + C) + (p(x),
A

где А, С— произвольные постоянные, а функция <р(х) описывается линейным обыкновенным

дифференциальным уравнением второго порядка

о-Фхх + А/(ж)^) + А = О, ф = е v.

0 Литература: В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин A996).

1.6.13. Уравнения вида -^- = a— \f(w)-^-] + g(x,t, w, ——)
Qt ox l dx J V ox '

dw д Г -, v аи/

Это уравнение часто встречается в нелинейных задачах тепло- и массопереноса (/ — коэффи-
коэффициент температуропроводности или диффузии) и теории фильтрации. При f(w) = awm см.

разд. 1.1.7, а при f(w) — eXw—уравнение 1.2.2.1.

1°. Пусть w(x,t) —решение рассматриваемого уравнения. Тогда функция

ил = w(Cix + C2, Cx2i + Сз),

где Ci, Сг, Сз —произвольные постоянные, также будет решением этого уравнения.

2°. Решения типа бегущей волны:

w = iv(z), z — ±ж + \t,

определяются неявно по формуле

I ~^, ^*2 Z, V*/
w + Cl

где Л, Ci, Сг — произвольные постоянные. Значению А = 0 соответствует стационарное

решение.

3°. Автомодельное решение:

w = w(z), z = -^=т @ ^ х < со),

где функция w(z) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

Решения указанного вида обычно соответствуют постоянным значениям w в начальных и

граничных условиях для исходного уравнения в частных производных (wo, wi = const):

w = wo при t = 0 (начальное условие),
w = tui при х = 0 (граничное условие),
w —? wo при х —> со (граничное условие).

При этом граничные условия для уравнения B) имеют вид

w — w\ при 2 = 0, w —? wo при z —? со. C)

При f[w) = aw~l, f{w) = aw~2, f(w) = (aw2 + /3w + 7) общие решения уравнения

B) получил X. Фуджита (Н. Fujita, 1952). Об этих решениях см. в книге А. В. Лыкова A967).
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ТАБЛИЦА 1
Точные решения уравнения 1.6.13.1 для различных зависимостей / = /(и)), где z = it /2.

№

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

Функция / = f(w)

П п П 2п

2W 2(n + l)W

L_ 2A^n)^- >~П
Y

sin2 (-|-тли)

-|- sin(Trui) [тгш + sin(Trtt))]

^8т2(™)[5 + со3(™)]

-i-cos(-i-Tnx)) [cos(-j7r«)) + -j-ttw
- l]

w arccos ш + 1 1

2^1-tu2 2

тг — 2A — w) arcsin(l — го) 1

4ч/2ш - ю2 2

w arcsin w
|

1
2

-i-(l-lnio)

Решение г = г(и))

1-И)"

(!-«,)-

го
п
- 1

соз(-^-тгго)

СО82(-|-^)

cos3(i^)

1-вщ(^)

arccos го

arcsin(l — го)

-lnti;

Условия

n > 0

n > 0

0 < n < 1

4°. Опишем простой способ поиска функций /(го), для которых уравнение B) допускает

точное решение. Для этого проинтегрируем уравнение B) по z, а затем сделаем преобразование
годографа (переменную w будем считать независимой, a z — зависимой). В результате получим

/(го) = z'w( I zdw + AJ, A— произвольная постоянная. D)

Подставляя в правую часть формулы D) конкретную зависимость z = г (го), будем получать

однопараметрическое семейство функций /(го), для которых уравнение B) имеет решение

z = z(w). Явный вид решения го = w(z) находится обращением зависимости z = z(w).
Описанный метод разработал Ж. Филип (J. R. Philip, 1960), который получил большое число

точных решений исходного уравнения для различных зависимостей / = /(го). Некоторые его

результаты, соответствующие задаче с начальным и граничньши условиями C) при гоо = 0,

ioi = 1, приведены ниже в табл. 1. Все решения записаны в неявном виде z = z{w) в области

их пространственной локализации 0 ^ го ^ 1.

5°. Опишем другой простой способ поиска функций /(го), для которых уравнение B) допускает

точное решение. Прямой проверкой можно убедиться, что уравнение B) удовлетворяется, если

положить

f(w) =
+ ф —

гЯ>гг
E)

где ф = ф(г) — произвольная функция, s— произвольная постоянная. Выражения E) предста-

представляют собой параметрическую форму задания зависимости / = f{w), которая получается после

исключения z.

Полагая, например, в формулах E)

ф(г) = wqz + — (гоо — wi)e~
А

(Л > 0, wo),

после исключения z находим

/(«о = -Л- в + Cln(w - w0), w = шо + (ioi - гоо)е
Xz
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где А = --jsA ,В = yA~2[l + ln(u;i - wo)], С = --jA~2. Отметим, что это решение

удовлетворяет граничным условиям C). Аналогичным образом могут быть построены и другие

функции f(w).
6°. Еще один способ построения функций f(w), для которых уравнение B) допускает точное

решение, заключается в следующем. Пусть w = w(z) — некоторое решение уравнения B)
с функцией f(w). Тогда w = w(z) будет также решением и более сложного уравнения

[F(w)w'z]'z + ±zw'z =0при

F(w) = f(w) + Ag{w) {A —произвольная постоянная), F)

где функция g = g{w) задается параметрически формулами

9{w) = —, w = w{z). G)

Например, для степенной зависимости f(w) = awm частным решением уравнения B) будет
функция w — bz2/m, где Ъ — некоторая константа. Из формул F), G) получим, что w будет

тп-1

также являться решением уравнения B) и при f(w) = awm + Aw 2
.

Для первого решения, приведенного в табл. 1, этот метод дает однопараметрическое

семейство функций

для которых уравнение B) имеет решение 2 = 1 — wn.

7°. Преобразование

I

w(x,t) =

= t-t0, x= [w(y,t)dy+ I f(w(xo,T))\^(x,r)] dr,

w(x,t)

переводит ненулевое решение w(x,t) исходного уравнения в решение w(x,t) уравнения

аналогичного вида
дп>

__

д 14.
_ дп> I -.. .

_
1 , / 1 \

,д.

В частном случае степенной зависимости f(w) = awm преобразование (8) приводит к

уравнению (9), где f(w) = aw~m~2.

8°. Закон сохранения:

где F(w) = / f(w) dw.

dt

9°. При f(w) = a(w2 + b)
l
см. уравнение 1.1.8.9 и разд. А.3.3-2 (пример 10).

0 Литература к уравнению 1.6.13.1: Л. В. Овсянников A959, 1962, 1978), А. А. Самарский, В. А. Галак-

Галактионов, С. П. Курдюмов, А. П. Михайлов A987), W. Strampp A982), J. R. Burgan, A. Munier, M. R. Feix,

Е. Fijalkow A984), N. Н. lbragimov A994), В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин A996), P. W. Doyle, P. J. Vassiliou

A998).

,
dw в

2-^r = -

Это уравнение описывает нестационарную теплопроводность в неподвижной среде, когда ко-

коэффициент температуропроводности и скорость реакции являются произвольными функциями
температуры.
1°. Точные решения и преобразования (групповая классификация) уравнений данного вида

для различных функций / = f(w), g = g(w) описаны в работах В. А. Дородницына A979,
1982), В. А. Дородницына, С. Р. Свирщевского A983), В. А. Галактионова, В. А. Дородницына,

Г. Г. Еленина, С. П. Курдюмова, А. А. Самарского A986), Н. X. Ибрагимова (N. H. lbragimov,
1994).

Конкретные уравнения этого вида см. в разд. 1.1.1, 1.1.8, 1.2.1, 1.2.2, 1.4.1.
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2°. Решения типа бегущей волны:

w = w(z), z = ±x + \t,

где функция w(z) описывается автономным обыкновенным дифференциальным уравнением

[f(w)w't}'t-\w'z+g(w) = Q. A)

Замена

уЬ") = y/(u>)«>i
приводит A) к уравнению Абеля второго рода

УУ'ш~У = <р(и>), гае (p(w) = -\~2f(w)g(w). B)

В книге В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина B001 а) приведено много точных решений уравнения B)
для различных зависимостей <р

= <p{w).
3°. О точных решениях рассматриваемого уравнения для произвольной зависимости д = g(w)
(функция / выражается через д) см. разд. А.3.2-1 (пример 3).

,
dw 8

Это уравнение описывает нестационарную теплопроводность в движущейся среде, когда коэф-
коэффициент температуропроводности является произвольной функцией температуры.

Переходя от t, х к новым переменным t,z = x+ I g(t) dt, получим более простое уравнение

вида 1.6.13.1:
d d

. dw д

Переходя от t, x к новым переменным (А, В — произвольные постоянные)

т= I G2{t)dt + A, z = xG(t), где G{t) = Вехр[ Гg(t)dt\,
для функции w(t,z) получим более простое уравнение вида 1.6.13.1:

dw

. dw д Г., . dw Л г ,..

Преобразование

z = xG(t) + J h(t)G(t)dt, T = JG2(t)dt, G(t) = exp[Jg{t)dt],
приводит к более простому уравнению вида 1.6.13.1:

dw д

® Литература: В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин A996).

, dw d [,, . dw 1
, ,

ч dw , , / v

Это уравнение при <? = const описывает нестационарную теплопроводность в движущейся с

постоянной скоростью среде, когда коэффициент температуропроводности и скорость реакции

являются произвольными функциями температуры.

Решение типа бегущей волны:

w = w(z), z = x + Xt,

где функция w(z) описывается автономным обыкновенным дифференциальным уравнением

[f(w)w'z]'x + 0(u») - А]«/, + ft(u>) = 0. О)
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В частном случае при h(w) = 0 общее решение уравнения A) можно представить в неявном

виде

где А, В—произвольные постоянные.

В общем случае замена

y(w) = f(w)w'z

приводит A) к уравнению Абеля

Ww + [g(w) - Х]у + f{w)g{w) = 0. B)

В книге В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина B001 а) приведено много точных решений уравнения B)
для различных функций f,g,h.

1.6.14. Уравнения вида — = f(x,t,w)^-
ot ox

1. — = f(x)wm-^-.
at 8x2

1°. Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

w(x,t) = (m\t + С)~ <р(х),

где С, А — произвольные постоянные, а функция <р = ip(x) определяется из обобщенного

уравнения Эмдена — Фаулера

]""V~m=0. A)

При т = 1 решение уравнения A) имеет вид

где А, В, хо
—

произвольные постоянные.

В книге В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина B001 а) приведено много точных решений уравне-
уравнения A) для различных функций f(x).

2°. Преобразование и = w/x, f = 1/х приводит к уравнению аналогичного вида

dw
_ /(ж) d2w

at
~~

aw + Ъ дх2

Точное решение линейное по переменной t:

w(x,t) = ±[<p(x)t + 1>(x)-b],

где функции <р(х) и ф(х) описываются системой обыкновенных дифференциальных уравнений

f{x)tp'xx - V2 = 0.

Первое уравнение рассматривается независимо от второго. Второе уравнение имеет частное

решение ф{х) = <р(х), поэтому его общее решение дается формулой

) J -Jj^,
гяеСх,С2—произвольные постоянные. ,
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, dw ., ч 02w

1°. Уравнение допускает точные решения вида

w = U(z), z = ±х + Xt (решения типа бегущей волны),
(х + аJ

w = V(y), у =
— (автомодельное решение),

где X, а,Ъ— произвольные постоянные.

2°. Замена и— —-—- приводит к уравнению вида 1.6.13.1:

ди_ _ _д__ Г_, .Эй

dt дх L дх

где функция F задается параметрически

F(u) = f(w), u= I-p-.J f{w)

Для получения явной зависимости F = F(u) из этих формул следует исключить w.

Преобразование и = w/x, f = 1/x приводит к более простому уравнению вида 1.6.14.1:

ди .. . д2и

dw 4

Преобразование
dx

,i) = u{z,t)y/ax2 +bx + c, z =

ах2 + Ьх + с

приводит к более простому уравнению

ди 4 с, ч д2и . к], 5„ v
— = и j{u)-j^2 + (ас ~ ТЬ >и fW'

которое имеет точное решение в типа бегущей волны и = u{z + Ai).
0 Литература: В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин A996).

. _ . _
., dw ,/ . ч d2W ,

/ . dw \
1.6.15. Уравнения вида — = f{x,t,w)-Q-^- + g[x,t,w, —J

Точное решение квадратичное по переменной х:

w(x, t) = v{t)x2 + ф(г)х + x(t),

где функции ip = tp(t), ф = ф{Ь), X — x(t) описываются системой обыкновенных дифференци-
дифференциальных уравнений

2

Xt
=

dw ... 8

Точное решение линейное по переменной х:

где Ci.Ci— произвольные постоянные.
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Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

где функция <^> = <p(t) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

dw д Г . .
т
dw I

at дх r
v '

ox i

1°. Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

w(x,t) = {m\t + СГ1/тф),
где С, Л — произвольные постоянные, а функция <р = <р(х) описывается обыкновенным

дифференциальным уравнением

Преобразование

-1шfix)'
приводит A) к обобщенному уравнению Эмдена— Фаулера

1

Ф" 4- РГг^Ф тп+1 — Л О\

где функция F = F(z) задается (параметрически) с помощью формул

dx

В книге В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина B001а, разд. 2.3, 2.7) приведено много точных

решений уравнения B) для различных функций F = F(z).

2°. Преобразование

приводит к уравнению аналогичного вида

где функция F — F(?) задается (параметрически) с помощью формул
Зт+4

F = /(Х)^Ы1 m+l й=- I Шх)\ ™+1

Точное решение в виде произведения функций разных аргументов (С, А — произвольные

постоянные):

w{x,t) = (m\t + C)-1/mv{x),
где функция if = <p(x) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

f{x)9m9'L + g(x)vm+l +XV = O. A)

В частном случае f(x) = ахп, g(x) = bxk уравнение A) имеет вид

к
/а)аГV~m = 0. B)

В книге В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина B001 а) приведено много точных решений уравнения

B) для различных значений параметров п, т, к.
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Точное решение:

W(x,t)
где функции ip = (fi(x), ф = ф(х) описываются системой обыкновенных дифференциальных
уравнений первого порядка

/ 2(т + 2) 2 ,i п. ,
ipt

=

т
ff > Фь = 2fv4> + т9-

1

Интегрируя, получим

lA + m gF

Jт

где А, В — произвольные постоянные.

® Литература: В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин A996).

Точное решение в виде произведения функций разных аргументов (С, Л — произвольные

постоянные):

w(x,t) = (тМ + СГ1/тф),
где функция уз = <р{х) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

[f{x)vmv'xl+9{x)9m+x + \v = 0. A)

Преобразование

приводит A) к уравнению
1

где функции F = F(z) и G — G(z) задаются параметрически с помощью формул

-Ilk' »/¦
dx

В частном случае /(ж) = ожп, д(ж) = Ьхк уравнение B) имеет вид

1-" Ф = 0, п#1, C)

где Л = \а(т + 1) [аA - п)] ~^, В - аЪ(т + 1) [аA - n)] ~TZ"
¦

В книге В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина B001 а) приведено много точных решений уравнения

C) для различных значений параметров п, т, к.

® Литература: В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин A996).

Преобразование

w(x,t) = u(z,T)exp[fh(t)di\, z = x+ f g(t)dt, т = J f(t)exp[m Jh(t)dt] dt

приводит к более простому уравнению вида 1.1.7.6:

— =

д (ит ди }
дг dz \ dz У
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Преобразование

w(x,t) = w(Z,r)S(t), z = xG{t) + Jh{t)G(t)dt, т = У f(t)G2{t)Sm(t)dt,

где функции S и G определяются формулами

приводит к более простому уравнению вида 1.1.7.6:

ди_ _ _Э_/ m ди\

дт dz \ dz )'
0 Литература: В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин A996).

Преобразование

w(t,x) = u(z,T)H(t), z = xG{t), t = J f{t)G2-\t)Hm{t)dt,

где функции G и Н определяются формулами

G(t) = expU g(t) dt], Я(*) = ехр [ /" /

приводит к более простому уравнению вида 1.1.10.4:

2(и
дт дг\ dz

0 Литература: В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин A996).

Точное решение в виде суммы функций разных аргументов:

где А, В, С— произвольные постоянные.

Точное решение в виде суммы функций разных аргументов:

где /3, С— произвольные постоянные, а функция <р(х) описывается линейным обыкновенным

дифференциальным уравнением второго порядка

Литература: В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин A996).

К этому уравнению приводятся нелинейные задачи диффузионного пограничного слоя (/ —

аналог коэффициента диффузии, п = 1, 2, 3), которые описываются уравнением 1.6.17.2. При
п = 1 см. уравнение 1.6.13.1, при f{w) = аыт см. уравнение 1.1.10.4.
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1°. Автомодельное решение при п ф — 1:

1

w = w(z), z = xt п+1 @ ^ х < оо)

где функция w(z) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

(n+l)[f(w)w',]'x+Znw'z=:0, A)

которое часто рассматривается с граничными условиями C) из 1.6.13.1.

Общее решение уравнения A) при f(w) = a{w + Ь)~г, п — произвольная постоянная,

приведено в книге В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина A993).

2°. Опишем простой способ поиска функций f(w), для которых уравнение A) допускает
точное решение. Для этого проинтегрируем уравнение A) по z, а затем сделаем преобразование
годографа (переменную w будем считать независимой, а г — зависимой). В результате получим

f(w) = 1—z'w([zndw + A), А —любое. B)

Подставляя в правую часть формулы B) конкретную зависимосгь г = z(w), будем получать

однопараметрическое семейство функций f(w), для которых уравнение A) имеет решение

г = z(w). Явный вид решения w = w(z) находится обращением зависимости z = z(w).
Выбирая, например, г = A — w)k, из формулы B) получим соответствующую функцию

/И = АA - w)"-1 - __Л___A - w)k(n+1\ А-любое.
(п + \)(пк + 1)

3°. Другой способ построения функций f(w), для которых уравнение A) допускает точное

аналитическое решение, заключается в следующем. Пусть w = w{z) — некоторое решение

уравнения A) с функцией f(w). Тогда w = w(z) будет также решением и более сложного

уравнения (п + l)[F(w)u/z'\ + znw'z = 0 при

F{w) = f(w) + Ag(w) (А —любое), C)

где функция д = g(w) задается параметрически формулами

g(w) = —, w = w(z). D)

Например, для степенной зависимости f{w) = awm частным решением уравнения A) будет

функция w = bz т
, где b — некоторая константа. Из формул C), D) получим, что w будет

т—п— 1

также являться решением уравнения A) и при f(w) = awm + Aw "+1
.

4°. При п = — 1 существуют точные решения вида

w = w(O, ? = la |i| +At,

которые определяются неявно по формулам

=t + C2, F(w) = f /H dw,
J1 [ТXw + F(

где A, C\, Ci — произвольные постоянные. Значению А = 0 соответствует стационарное

решение.

0 Литература: В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин A996).

Преобразование

z = xG(t)+ fh(t)G(t)dt, r= I f(t)G\t)dt, G(t) = exp[f g(t)dt\,
приводит к более простому уравнению вида 1.6.14.3:

dw , ч d2w

~дт ^W dz2
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Преобразование

z = xG{t) + J h(t)G{t)dt, т = J f[t)G2{t)dt, G(t) = exp[f g(t)dt],
приводит к более простому уравнению вида 1.6.13.1:

dw д Г , . dw

0 Литература: В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин A996).

1*1* Уравнения вида ?. = ,(,,«. ||H- +,(«,, ||

1°. Точное решение в виде суммы функций разных аргументов:

w(x, t) = at + b + <p{x),

где а, Ь — произвольные постоянные, а функция <р(ж) описывается обыкновенным дифферен-
дифференциальным уравнением второго порядка

2°. Точное решение:

w(x,t) = (Akt + B)-1/ke(x) + C,

где А, В, С— произвольные постоянные, а функция 6(х) описывается обыкновенным диффе-
дифференциальным уравнением второго порядка

2 *L = f(!L\
at

J V вх J вх2
'

Это уравнение нелинейной теории фильтрации; оно описывает также движение нелинейной

вязко-пластической среды.

1°. Точное решение:

w(x,t) = At + B + tp(z), z = kx + Xt, A)

где А, В, к, X — произвольные постоянные, а функция ip(z) описывается обыкновенным

дифференциальным уравнением

fe2/(*1p'»K*=V,+A. B)

Общее решение уравнения B) можно представить в параметрическом виде

J Хи + Ак

где Ci, Сг — произвольные постоянные,

При А = 0 формулы A), C) описывают решение типа бегущей волны, а при А — 0 —

решение в виде суммы функций разных аргументов.

2°. Автомодельное решение:

w(x,t) = Vie(t), ?=~,

где функция ©(?) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением
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3°. Замена u(x,t) = —— приводит к уравнению вида 1.6.13.1:
дх

ди д

~dt
4°. Преобразование годографа

х = w(x,t), w(x,t) = х

приводит к уравнению аналогичного вида

дпг

а г дил

дх I/ v '
дх J

dt

5°. Преобразование

где a, pi, 7i
—

произвольные постоянные (а ф 0, /З1/З4—/Зг/Зз Ф 0) переводит исходное уравнение
в уравнение такого же вида. При этом

где индексы ж и х соответствуют частным производным.

Частный случай 1. Уравнение

w \k d2w
,

Точное решение (Cj, C2 — произвольные постоянные):

w(x,t) = (t + C1)~^ku(x) + C2,

где функция и = и{х) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением ак{и'х)ки'1х + и ~ 0,
общее решение которого можно записать в неявном виде

°3~ 2ак

Частный случай 2. Уравнение

dw a. d2w dw

dt w2* + b2 дх2
х

дх

1. Точное решение:

где Сг,С2, С3 —произвольные постоянные.

2. Точное решение (С
— произвольная постоянная):

1
w = tetg(±
z = x2cos~2(±— z - aictg(ip(z)) ± -p-t

где функция i/1 — i>{^) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

^ (l +

В указанном решении зависимость z = z(x,t) задается неявно.

3. Точное решение (С — произвольная постоянная):

ш = Ьх tg (р(г) + у 1п -р") >

С
,

at
1

где функции <?>(.z) и V>(^) описываются системой обыкновенных дифференциальных уравнений

л-?. *-io+«(f-i-
В указанном решении зависимость z = г(х, t) задается неявно.
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Частный случай 3. Уравнение

dw
_

i dw \ d2w

Точное решение:
¦

х+ В kt + C
х, t) = 2Аarctg(^±—) - (i + В) ln| ——±——| - B + In2)x + D,

(x + BJ + A2

где А, В, С, D— произвольные постоянные.

0 Литература: Э. В. Ленский A966), И. Ш. Ахатов, Р. К. Газизов, Н. X. Ибрагимов A989), N. Н. Ibragimov
A994).

dw . . , d2w Эад
3. -^r— = f(x)Q(w)h(Wa.)-^-^, wx = -——.

dx

Преобразование годографа (ж принимается за зависимую переменную, a w — за независимую

переменную)
х = и, w =

у

приводит к уравнению аналогичного вида для функции и = и(у, t):

где h(z) = z

1.6.17. Нелинейные уравнения теплового (диффузионного)
пограничного слоя

,
., . dw . . dw д

1. П')-^+9{х)у— =

Это уравнение встречается в нелинейных задачах диффузионного пограничного слоя (массооб-

мен капель и пузырей с потоком).
Преобразование (.4, В — произвольные постоянные)

Krrdx + А' * = УНх), где h{x) = Bexp\- f^-f(x) L J f{x)

приводит к более простому уравнению вида 1.6.13.1:

dw д
'
dz J

® Литература: А. Д. Полянин A980 а, Ь), В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин A996).

v(w)
dt dz L*{ '

„ -/ ч n-l dw
,

. . „ dw в
2- f(x)y -^+9{*)y -^

=

^"
Это уравнение встречается в нелинейных задачах диффузионного пограничного слоя (массо-

обмен твердых частиц и капель), ж — координата, направленная вдоль поверхности тела, у
—

координата, направленная по нормали к поверхности тела.

Преобразование (А, В— произвольные постоянные)

= J = yh(x), где

приводит к более простому уравнению вида 1.6.15.13:

dw i-n в
— =z

^-

® Литература: В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин A996).

у \ dw 1 ( у \ dw d

Это уравнение является обобщением линейного уравнения теплового пограничного слоя на

плоской пластине.
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Iе. Автомодельное решение:

w = w((), ?=^, A)

где функция tu(?) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

№)«>'& +[U№-9(tM=0. B)
2°. Решение исходного уравнения в частных производных с простейшими граничными усло-
условиями первого рода

х = 0, w — а; у = 0, w = b\ у —> со, w —> а,

где а, 6 — некоторые постоянные, сводится к решению уравнения B) с граничными условиями

? = 0, w = Ь; ? —> оо, w —} а.

Замечание. Классическое уравнение теплового пограничного слоя задается соотношения-

соотношениями:

/(О = Рг^(О, 9@ = iPr[{^({) - F@],
где F(^) — решение Блазиуса в гидродинамической задаче о продольном обтекании плоской

пластины однородным поступательным потоком вязкой несжимаемой жидкости, Рг — число

Прандтля (ж — координата, направленная вдоль пластины, а у
—

координата, направленная по

нормали к поверхности пластины).

1.7. Нелинейное уравнение Шредингера и родственные
уравнения

1.7.1. Уравнения вида г4г^ + —т- + f(\w\)w = 0, содержащие
at ox-*

произвольные параметры

В этом разделе w
— комплексная функция действительных переменных х и t, i2 = —1.

,
. dw 02го

, , i i2 r,

Уравнение Шредингера с кубической нелинейностью, к— действительное число.

1°. Точные решения:

w (x,t) = Ci exp{i [С2х + (fed2 - C\)t + C3]},

w(x, t) = ^ ехр[г (Д +^? + i{kCl hit + C8)] ,

где Л, В, Ci, Сг, Сз — произвольные действительные постоянные. Второе и третье решения

справедливы при к > 0.

2°. Точное решение:

w{x, t) = (ax + Ъ) exp[i(aa;2 + (Зх + 7)],
где функции о = o(t), Ь = b(t), a = a(t), /3 = p(t), 7 = f(t) описываются автономной системой

обыкновенных дифференциальных уравнений

a't = —боа,

b't = -2а/? - 2Ьа,

o't = А;о2-4а2,
/3J = 2каЪ - 4а/3,

3°. О других точных решениях см. уравнение 1.7.4.1 при /(и) = ки2.
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4°. О преобразовании Беклунда, сохраняющим вид уравнения, см. разд. В.5 (пример 2).

5°. Уравнение Шредингера с кубической нелинейностью интегрируется методом обратной
задачи рассеяния, см. цитируемую ниже литературу.

0 Литература: В. Е. Захаров, А. Б. Шабат A971), В. Е. Захаров, С. В. Манаков, С. П. Новиков,
Л. П. Питаевский A980, стр. 85-97), Л. А. Тахтаджян, Л. Д. Фаддеев A986), М. Абловиц, X. Сигур A987),
Р. Додд, Дж. Эйлбек, Дж. Гиббон, X. Моррис A988).

2- 1Ёьт+1? + (лм2 + B)w = °

Уравнение Шредингера с кубической нелинейностью, А и В— действительные числа.

1°. Точные решения:

w(x,t) = Сх ехр{г [С2х + (ACJ + В- C\)t + С3]},

w(x,t) = -% ехр[г(х + С<2J
+ i(AC\ hit + Bt - C3)l,

vi L At J

где Ci, Ci, Ci — произвольные действительные постоянные.

2°. Точное решение:

w(x, t) — (ах + b) exp[i(ax2 + /Зх + -у)],
где функции а = a(t), h = b(t), a = a(t), в — /3(t), 7 = j(t) опнсызаются автономной системой

обыкновенных дифференциальных уравнений

a't = —баа,

Ь[ = -2а/3 - 2Ьа,

a't = Aa2 -4a2,

0t = 2АаЪ -

3°. О других точных решениях см. уравнение 1.7.4.1 при {(и) = Аи2 + В.

3. г-^- + -0- + (A|t«|2 + B\w\ + C)w = 0.

Уравнение Шредингера с кубической нелинейностью, А, В, С — действительные числа.

1°. Уравнение имеет точное решение вида

w(x,t) = (ах + Ь) ехр[г(ах2 + /Зх + 7)]>
где функции а = a(t), b = b(t), a = a(t), /3 = /3(t), 7 = ~/(t) —действительные функции
действительного переменного.

2°. О других точных решениях см. уравнение 1.7.4.1 при f(u) = Аи2 + Ви + С.

. . 8w ,
82w . . 1 ,2п г.

0Г

Уравнение Шредингера со степенной нелинейностью, А, п — действительные числа.

1°. Точные решения:

w(x, t) = Ci exp{i [C2x + (A\Ci\2n - C\)t + C3]},

где Сх, Сг, Сз — произвольные действительные постоянные.

2°. О других точных решениях см. уравнение 1.7.4.1 при f(u) — Аи2п.
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1.7.2. Уравнения вида i-g- + -^г~(хП^-) + /(N)™ = °> содержащие
eft х ох \ ох /х

произвольные параметры

В этом разделе w — комплексная функция действительных переменных х и t, i2 = — 1.

Значениям п = 1 и п = 2 соответствует двумерное и трехмерное уравнение Шредингера с осевой

и центральной симметрией.

1. г-— —- [х ) + A\w\w = 0.
at хп вх \ вх)

' '

Уравнение Шредингера с кубической нелинейностью.

1°. Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

где С\, Сг —произвольные действительные постоянные, а функция и = и{х) описывается

обыкновенным дифференциальным уравнением

х-п(хпи'х)'х -du + Аи3 = 0.

2°. Точное решение:

w(x,t) = u(x)exp[iv(x,t)], <p(x,t) = Cit + C2 J ^ + C3,

где Ci, Сг, Съ —произвольные действительные постоянные, а функция и = и(х) описывается

обыкновенным дифференциальным уравнением

х-п(хпи'х)'х - Cm - С!х~2пи-3 + Аи3 = 0.

3°. Точное решение:

где Ci, Сг, Сз — произвольные действительные постоянные.

<;1Н'+ *)¦» = о.

Уравнение Шредингера с кубической нелинейностью.

1°. Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

w{x,t) = u{x)ei(-Clt+C2\
где Ci, Сг — произвольные действительные постоянные, а функция и = и{х) описывается

обыкновенным дифференциальным уравнением

х-п(хпи'х)'х -Ст+ {Аи2 + В)и = 0.

2°. Точное решение:

w(x,t) = u(x)exp[i<p{x,t)], tp(x,t) = Cit + C2 I
хПиц,

+ сз,

где С\, Сг, Съ — произвольные действительные постоянные, а функция и = и(х) описывается

обыкновенным дифференциальным уравнением

х-п(хпи'х)'х - Cm - Cix~2nu-3 + (Аи2 + В)и = 0.

3°. Точное решение:

где С\, Сг, Сз—-произвольные действительные постоянные.

Частный случай уравнения 1.7.4.4 при /(и) = Аи2 + Ви + С.
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Уравнение Шредингера со степенной нелинейностью.

1°. Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

w(x,t) = u(x)ei{Clt+C2),
где Сг, Сг— произвольные действительные постоянные, а функция и

—

и(х) описывается

обыкновенным дифференциальным уравнением

Х-п(хпих)'х - Cm + А\и\ки = 0.

2°. Точное решение:

w(x, t) = и(х) ехр[^(х, t)], ф, t) = Cit + C2J -~~r + Сз,

где Ci, C2, Сг — произвольные действительные постоянные, а функция и = и{х) описывается

обыкновенным дифференциальным уравнением

Х-п{хпи'х)'х - Cm - Clx~2nu-3 + A\u\ku = 0.

3°. Точное решение:

п+1
w(x,t) = Ci(t + C2) 2 exp[iip(x,t)],

Т2 о Л\С lfc 2-fe-nfc

^•*> =

ТТТТТм +
о 1 .ft + Са)~3— + Сз,

4(t + С2) 2 — к — пк

где Ci, C2, Сз — произвольные действительные постоянные.

1.7.3. Уравнения с кубической нелинейностью, содержащие

произвольные функции
В этом разделе w

— комплексная функция действительных переменных х и ?, г2 = — 1.

Уравнение Шредингера с кубической нелинейностью, f[t) и g(t)—действительные функции
действительного переменного.

1°. Точное решение:

w{x,t) = Ci exp[^(x,i)], ф,г) = С2х - C\t + f[f(t) + g{t)] dt + Сз,

где Ci, Сг, Сз — произвольные действительные постоянные.

2°. Точное решение:

dt
w(x,t) = -^expMM)], ФЛ) = (X+4f2J + f[Cl№+tg(t)] ~

где С\, Сг, Сз —произвольные действительные постоянные.

3°. Точное решение:

w(x,t) = (ах + b) exp [i(ax2 + (Зх + j)],
где функции a = a(t),b = b(t), a = a(t), j3 = f3{t), 7 = -y(t) описываются системой обыкновенных

дифференциальных уравнений

a't = —боа,

b't = -2aj3 - 2ba,

a't = f(t)a2 - 4а2,
P't = 2f(t)ab-4af3,

ft = №b2 - 0> + g(t).
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1 + ? +[fl{t) + *Л(*)Н»1а + Ы«) +№(*)]«> = о.

Уравнения этого вида встречаются в нелинейной оптике,

1°. Точные решения:

w(x,t) = ±u(t)exp[i<p(x,t)], v{x,t) = Cix-Clt-i- I\fi(t)u2(t) + gi(t)]dt + С2.

Здесь функция и = u(t) описывается уравнением Бернулли u't + /з(?)и3 + Q2{t)u = 0, общее
решение которого имеет вид

«(*)= [cseo<t> + 2eG«|e-GW/2@<it]~1/2I G(t) = 2 J g2(t)dt.

2°. Точное решение:

где функция u = u(i) описывается уравнением Бернулли

Интегрируя, получим

u(t)= [c3eG(t)+2eG(t) f e-G(t)f2(t)dtyl'\ G(t) =Ш+ 2 f g2(t)dt.

3- t-^- + "^ + t/i(») + i/3(aj)]w|to|a + [ffi(») + *fl3(*)]t» = 0.

Точное решение:

w(x,t) =

где функции и — u(x) и в = #(ж) описываются системой обыкновенных дифференциальных

уравнений

2иХ + «С + /2(х)и3 + S2(a;)tt = О,
- и(в'хJ + h(x)u3 + gi{x)u = 0.

4. t-^- + [Д(«) + i/a(t)]-^- + bi(*) + iS2(t)]^|^|2 + [hi(*) + ih2(t)]w = 0.

Точные решения:

w(x,t) = ±u(t)exp[i<p{x,t)], >p(x,t) = Cix+ A-CiViW + ffiW^W + 'iiWJ^ + C

Здесь функция и = u(t) описывается уравнением Бернулли

u't + 92(t)u3 + [fc2(t) - C?/2(t)]u = 0,

общее решение которого имеет вид

u(t) = [c3eFtt) + 2eF^ Je-F{t)92{t)dt]~ll\ F(t) = 2 J[h2(t) - C2f2(t)] dt.

5. г-^ГГ + №(x) + </a(x)]-^- + [gi(x) + ig2(x)]w\w\2 + [fn(x) + t/»a(x)]i» = 0.
at ox*

Точное решение:

ui(x,t) = u{x)exp[iCit + %e(x)],
где функции и = u(x) и в ~ в{х) описываются системой обыкновенных дифференциальных

уравнений
3 3

ftau = 0,
= 0.
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6- ~ + [fiW + if2{t)]^L + [9l(t) + ig?(t)]w\w\2 + [h^t) + ih*(t)]w = 0.

Данное уравнение при fn,9n,hn = const используется для описания двухкомпонентных

реакционно-диффузионных систем в окрестности точки бифуркации (Y. Kuramoto, T. Tsuzuki,

1975).

Точные решения:

w{x,t) = ±u{t)exp[i<p{x,t)}, tp(x,t) = Cix+ [[C?f2{t)-g2(t)v2{t)-h2{t)]dt + C2.

Здесь функция и == u(t) описывается уравнением Бернулли

щ + gi{t)u3 + [МО - C\hЩи = О,

общее решение которого имеет вид

2, F(t) = 2 J[hi(t) - Cfh(t)] dt.

7. ~ + [fi(x) + ifr(x)]^ -f [9l(x) + ig2(x)]w\wf + [hi(x) + ih2(x)]w = 0.

Точное решение:

w(x,t) = u(x)exp[iCit + i6(x)]t
где функции и = u(x) и в = б(х) описываются системой обыкновенных дифференциальных
уравнений

^2 C - 2/2u'x^ + 9i«3 + /iiu = 0,

u^; + g2u3 + h2u = 0.

1.7.4. Уравнения общего вида, содержащие произвольные функции
В этом разделе w

— комплексная функция действительных переменных х и t, i2 = —1.

Уравнение Шредингера общего вида, /(it) — действительная функция действительного пере-

переменного.

1°. Пусть w(x,t) —решение уравнения Шредингера. Тогда функция

Wl = e-i{Xx+x2t+Cl)w(x + 2At + C2,t + C3),

где С\, Ci, Сз, X — произвольные действительные постоянные, также будет решением этого

уравнения.

2°. Решение типа бегущей волны:

w(x,t) = Ciexp[iip(x,t)}, v(x,t) = С2х - C\t + /(|Ci|)t + С3.

3°. Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

где функция и
— и(х) определяется неявно по формулам

f :

du
.=ГЛ + т F{u)= fuf(\u\)du.

Здесь C\, C2, Cz, Ci — произвольные действительные постоянные.

4°. Точное решение:

w(x,t) = U@ei(Ax+Bt+c), Z = x-2At, A)

где функция U = U(?) описывается автономным обыкновенным дифференциальным уравне-
уравнением Щ'{ + f(\U\)U — (А2 + B)U = 0. Интегрируя, получим решение в неявном виде

J. B)

В формулы A) и B) входят произвольные действительные постоянные А, В, С, d, Сг.
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5°. Точное решение (А, В, С— произвольные постоянные):

w{x,t) = il>{z)exp[i{Axt - |A2t3 + Bt + С)], z = x- At2,
где функция ф = ф(г) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

6°. Точные решения:

w(x,t) = ±-~exp[Mx,t)], <p(x,t) = (х + °2)' +Jf(\C1t\-1'*)dt
где Ci, Сг, Сз — произвольные действительные постоянные.

7°. Точное решение:

w(x,t) = u(x)exv[i<p(x,t)], <p(x,t) = Cit + Ci [ -?- + Сз,
J u2(x)

где Ci, d, Сз —произвольные действительные постоянные, а функция и = и(х) описывается

автономным обыкновенным дифференциальным уравнением

и'1х - du - С\уГъ + f(\u\)u = 0.

8°. Точное решение:

w(x,t) = u(z) exp[iAt + i(f{z)], z
— kx + At,

где А, к, X — произвольные действительные постоянные, а функции и = u(z) и <р = ip(z)
описываются системой обыкновенных дифференциальных уравнений

к2 utp"z + 2k2uz<p'z + \uz =0,

k2u'zz - k2u{v'zJ - \wpt - Au+f(\u\)u = 0.

. . dw
,
d2w

, ., ,
.. .

2 + + /(||)a

Уравнение Шредингера общего вида, f(x,u) — действительная функция двух действительных

переменных.

Iе. Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

w(x,t)=u(x)ei{c't+C2\
где С\, Сг — произвольные действительные постоянные, а функция и = и(х) описывается

обыкновенным дифференциальным уравнением

щх
- Схи + /(ж, |u|)u = 0.

2°. Точное решение:

w(x,t) = u(x)exp[iif(x,t)], <p(x,t) = Cit + C2 f-?- + C3,

где Сх, Сг, Сз—произвольные действительные постоянные, а функция и = и(х) описывается

обыкновенным дифференциальным уравнением

ихх -Схи- С2и~3 + f(x, \u\)u = 0.

Уравнение Шредингера общего вида, f(t,u) —действительная функция двух действительных

переменных.

1°. Пусть w(x,t) —решение уравнения Шредингера. Тогда функция

wx = e-iiXx+x2t+Cl)w(x + 2At + Ci, t),

где Ci, Сг, А — произвольные действительные постоянные, также будет решением этого

уравнения.
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2°. Точные решения:

w{x,t) = Ciexp[i<p{x:t)], 4>(x,t) = C2x-CU+ Г f(t,\Ci\)dt + C3;

w(x<t) = Cir1/2exp[ii,(x,t)], 1>(x,t)= {-x+^2 +Jf(t,\C1\r1/2)dt + C3,

где Ci, Ci, Сз — произвольные действительные постоянные.

Уравнение Шредингера общего вида, f(u) —действительная функция действительного пере-
переменного. Значениям п = 1 и п = 2 соответствует двумерное и трехмерное уравнение Шредингера
с осевой и центральной симметрией.

1°. Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

w(x,t) = u(x)et(c>t+C2\
где С\, Съ — произвольные действительные постоянные, а функция и = и(х) описывается

обыкновенным дифференциальным уравнением

х-п(хпи'х)'х - Cm + f{\u\)u = 0.

2°. Точное решение:

w(x,t) = u(x)exP[i9(x,t)], <p{x,t) = Cit + C2 J xn^{x) + Cs,

где Ci, Ci, Cz — произвольные действительные постоянные, а функция и = и(х) описывается

обыкновенным дифференциальным уравнением

х-п(хпи'х)'х - Cm - Clx-2nu-3 + f(\u\)u = 0.

3е. Точное решение:

w{x,t) = аГ*^ exp[i<p(x, t)], 4>{x,t) =^ + f f{\Ci\t~J^L) dt + C2)

где Ci, Сг — произвольные действительные постоянные.

_ . dw
,

1 в

Уравнение Шредингера общего вида, /(ж, и) —действительная функция двух действительных

переменных. Значениям п = 1 и п = 2 соответствует двумерное и трехмерное уравнение

Шредингера с осевой и центральной симметрией.

1°. Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

где Ci, Ст. — произвольные действительные постоянные, а функция и = и{х) описывается

обыкновенным дифференциальным уравнением

х~п(хпи'х)'х - Cm + f{x, |u|)u = 0.

2°. Точное решение:

w(x,t) = u(x)exp[i<p(x,t)], <p(x,t) = at + C2 J яд^ + d,

где а, Сг, Ci — произвольные действительные постоянные, а функция и = и{х) описывается

обыкновенным дифференциальным уравнением

х-п(хпч'х)х - Cm - Clx~2nu-3 + f(x, |u|)u = 0.
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, . Qw 1 в

Уравнение Шредингера общего вида, f(t,u)—действительная функция двух действительных
переменных.

Точное решение:

t)], ip(x,t) = ^-+ [ f(t, I^M
где Ci, C2— произвольные действительные постоянные.

7. г^ + /(х)^- + „(х)-§? + Ф(х, \w\)W = 0.

Уравнение Шредингера общего вида, Ф(ж, и) — действительная функция двух действительных

переменных. Случай g(x) = f'x(x) соответствует анизотропной среде.

1°. Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

где Ci, С-2—произвольные действительные постоянные, а функция и = и(х) описывается

обыкновенным дифференциальным уравнением

f(x)u'lx + д{х)и'х - Ciu+ Ф(х, \и\)и = 0.

2°. Точное решение:

w(x,t) = U(x)cxp[iip(x,t)],

где С\, Сг, Съ — произвольные действительные постоянные, а функция U = U(x) описывается

обыкновенным дифференциальным уравнением

f(x)U'Jx + g(x)U'x -CM- C'if(x)R2(x)ir-3 + Ф(х, \U\)U = 0.

8. -^L = (a + ib)^- + [f(\w\) + ig(\w\)]w.
Обобщенное уравнение Ландау — Гинзбурга, f(u) и д(и)—действительные функции действи-
действительного переменного, а и Ъ— действительные постоянные. Уравнения этого вида используют-

используются для изучения фазовых переходов второго рода в теории сверхпроводимости (Л. Д. Ландау,

В. Л. Гинзбург, 1950) и для описания двухкомпонентных реакционно-диффузионных систем в

окрестности точки бифуркации (Y. Kuramoto, T. Tsuzuki, 1975).

1°. Пусть w(x,i) — решение уравнения обобщенного уравнения Ландау
— Гинзбурга. Тогда

функция

где О., Сг, Сз — произвольные действительные постоянные, также будет решением этого

уравнения.

2°. Решение типа бегущей волны:

w(x,t) = аехр[гфЛ)], ФЛ) = ^W l— +*lff(|Ci|) /(|Ci|)J + С2,

где Ci, Ci — произвольные действительные постоянные.

3°. Точное решение:

w{x, t) = u(t) ехр[гф, t)], фЛ) = Схх + I g{\u\) dt + C-i,

где и = u(t) описывается обыкновенным дифферепциальным уравнением u't = f(\u\)u — aCx и,

общее решение которого можно представить в неявном виде

du
_ с

J{\u\)u-aClu
~ 3'
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4°. Точное решение:

w{x,t) = U(z)exp[iCit + ie(z)], z = x + Xt,

где Ci, Л — произвольные действительные постоянные, а функции U = U(z) и в = B(z)
описываются системой обыкновенных дифференциальных уравнений

aU'J, - aU{9'zf - bVQ"zz - 2bU'z9'z - \U'Z + f(\U\)U = 0,

aW"z - bU(e'zJ + bUzz + 2aU'ze'z - \W'Z - CiU + g(\U\)U = 0.

0 Литература: В. С. Берман, Ю. А. Данилов A981).

Точное решение:

w(x,t) = u(t)exp[iip(x,t)], v(x,t) = Cxx + j[gi(t,\u\) - C\f2{t,\u\)] dt + C2,

где Сi, Сг — произвольные действительные постоянные, а функция и = u(t) описывается

обыкновенным дифференциальным уравнением

v!t = u9l{t,\u\)-Cluh{t,\u\).

Ю. ~ = [/i(x, \w\) + if2(x, \w\)] -^ + [9l(x, \w\) + ig2(x, \w\)]w.
Точное решение:

w(x,t) = u(x)exp[itp(x,t)], <p{x,t) = Cit + 6{x),

где функции и = u(x) и в — д(х) описываются системой обыкновенных дифференциальных
уравнений

/i«L'« - fM?*? - h^'L - 2hu'xe'x+9i(\u\)u = 0,

fme'L - hu{e'xf + huL + 2fiu'J'x - Cm + g2(\u\)u = 0.

Здесь /„ = fn(x, \u\), gn = gn{x, \u\), n = 1, 2.



2. Уравнения параболического типа с двумя и

более пространственными переменными

2.1. Уравнения с двумя пространственными переменными

2.1.1. Уравнения, содержащие произвольные параметры

,
8w ( 82w d2w \

1. = а -—
г-

— kw In го.
dt \ вх2 ду2 )

Нестационарное уравнение теории тепло- и массопереноса и теории горения с источником

логарифмического вида. Частный случай уравнения 2.1.2.1 при f(w) — —kwlnw.

1°. Точное решение (А — произвольная постоянная):

w(x,y,t) = exp[Ae~kt +в{х,у)],
где функция Q(x,y) удовлетворяет стационарному уравнению

а{ —— + —— )+а ——) +а (——) - кв = 0.—— )+а ) +а()ду2 J

Это уравнение имеет частное решение вида 0 = Aix'2 + Агжу + Азу2 + А^х + А$у + Ав, где

постоянные Аи определяются из соответствующей алгебраической системы уравнений.

2°. Точное решение:

w(x,y,t) = exp[ip(x,t) + np(y,t)],
где функции ip(x,t), ip(y,t) находятся из двух независимых одномерных нелинейных диффе-
дифференциальных уравнений параболического типа

dt ду2 \ду

О решениях этих уравнений см. 1.6.3.4 при f(t) = 0.

3°. Имеются точные решения вида

w(x,y,t) =

где а\, Ъ\, а,2, Ъъ — произвольные постоянные. Данное решение является частным случаем

решения из п. 2°.

0 Литература: В. А. Дородницын, И. В. Князева, С. Р. Свирщевский A983), В. К. Андреев, О. В. Капцов,

В. В. Пухначев, А. А. Родионов A994, стр. 114-117).

62w . d2w

1°. Точное решение:

w(x, y,t) = ip(t)(Cix2 + C2xy + Сгу2 + C4x + Сьу + Се),

гпе Ск — пооизвольные постоянные.
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2°. Уравнение допускает более общее решение вида

w(x,y,t) = --" x'yJL,
где А, В — произвольные постоянные, а функция 0 = 0(ж, у) удовлетворяет двумерному
уравнению Пуассона

О решениях этого линейного уравнения см. книги А. Н. Тихонова, А. А. Самарского A972),
В. С. Владимирова A985), А. Д. Полянина B001 Ь).

3°. Решение типа бегущей волны в неявном виде:

dwa(k21+kl)f = кгх + к2у + \t + С2,Л In

где Ci, Сг, к\, к2, Л — произвольные постоянные.

4°. Уравнение имеет «двумерные» решения следующего вида:

w(x,y,t) = F(z,t),

w(x,y,t) = G{r,t), r = л/х2 + у2;

w{x,y,t) = e2tV(Ci,
где fci, иг, Аг, А2, P— произвольные постоянные.

3. — = (a+f3

Уравнение допускает решения вида

w(x,y,t) = f{t)+g(t)e{x,y).

Здесь 0(ж, у) —любое решение двумерного уравнения Гельмгольца

A)

где ус = j//3 (Р ф 0). О решениях линейного уравнения A) см. книги А. Н. Тихонова,
А. А. Самарского A972), В. С. Владимирова A985), А. Д. Полянина B001 Ь).

Функции /(?) и g(t) описываются автономной системой обыкновенных дифференциальных
уравнений

f't=7f2+Sf + e,

g't = G/ + <5 - ax)g.

Первое уравнение этой системы не зависит от функции g(t) и представляет собой уравнение с

разделяющимися переменными. После определения f(t) решается второе уравнение B), которое
линейно относительно функции g(t).

Функции f(t) и g(t) имеют различный вид в зависимости от значений параметров уравне-

уравнения. Выделим пять возможных случаев, ниже С\,С2 — произвольные постоянные.

1°. При 7 = 5 = 0 имеем

f(t) = Ci+et,
t

2°. При 7 — 0, 5 ф 0 имеем

3е. При 7 ф 0, 52 - Aje = ц2 > 0 (ц > 0) имеем
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4°. При 7 Ф О, S2 - 4уе = 0 имеем

5°. При 7 # 0, <52 - 47? = -/i2 < 0 (р > 0) имеем

да-?.,<+* +а)-?. *,-«^|^
0 Литература: В. А. Галактионов, С. А. Посашков A989), N. Н. Ibragimov A994).

. 8w 2
4

1°. Точное решение:

«(x.y.t) = Ci - /9t + C2exp[a(ti2 + v')(Cit - \(
где /j,, v, Си Сг —произвольные постоянные.

2°. Точные решения при /3 = 0:

«,(*, у, t) =
+

.y.t) = Acth6{t)

sin0(t) ,,
e,

. l-sinfl(t) .

l-sin9(t) , .
t

. l + sin9(t)'*b* + to) + sA
2cosf){t)

,
, . l+ch9(t) .

l-chfl(t) .

где Л, В, /л, ?о, Т]о, То
—

произвольные постоянные, 6(t) — а/л2At + го, s — параметр,

принимающий значения 1 или — 1.

Делая в указанных формулах замену х <=* у, можно получить другую группу решений

(которые здесь не выписываются).

3°. Уравнение допускает решения в форме

w(x, у, t) = f(t) + д(г)ф) + кЦ)ф(у). A)

В частности при ip"x = vip, фуУ = —i/ф, где v — произвольная постоянная, имеем

ip(x) = Ai chцх + А2 shцх, ф(у) — В\ cos/лу + Вг sinpy (у = ц2>0),
ip(x) = ^icospx + A2Smfj,x, ф(у) = В\ chfiy + B2 shfiy (и=—ц < 0).

Здесь Аи А2, В\, Вг — произвольные постоянные. Функции /(?), g(t), h(t) в A) описываются

системой обыкновенных дифференциальных уравнений

f't = аи{А\ - sA\)g2 - av{B\ + sBl)h2 - /3,

g't - avfg,

tit = -avfh,
где s = sign v. Можно понизить порядок этой системы на два и представить ее в виде (Ci, Сг —

произвольные постоянные)

/

где

+ (А\ - sA\)?- + 2L Ь \h\ + {В\ +

№и в = 0 в некоторых случаях можно получить решение в явном виде (см. п. 2°).
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4°. Уравнение допускает решения в форме

и>(х, у, t) = f(t) + g(tMx) + Kt)i>(y) + u(t)d(x)X(y). B)
При <р'хХ = Ai/ip, фуу = -Avip, Q'xx = vB, Xyy

~

—vx> гДе v — произвольная постоянная, в

формуле B) следует положить

при v — /Г > 0 при v = —[г2 < О

<p(x) = Ai cos 2цх + Аъ sin 2fj,x
ф{у) ~ Bi ch 2цу + B2 sh 2fj,y

9{x) — C\ cos fix + C2 sin цх

<р(х) = А\ ch 2[гх + А2 sh 2\xx

ф(у) = Bi cos 2/j.y + B2 sin 2fxy
B(x) = С1 ch//x + C2 sh/xx
X(y) = Di cosfj,y + D2 sin/лу x(v) — ?>i chpy •

Функции f(t), g(t), h(t), u(t) описываются системой обыкновенных дифференциальных урав-
уравнений (s = sign v)

ft = —^av{Ax — sA2)g2 + 4ai/(B2 + sB2)h — /3,

g[ = —Aavfg + avax{D\ + sD2)u2,
h't = Aai/fh — avu2{C\ — sC2)u ,

u't = —2av{asg — 04/1I1.

Произвольные постоянные Ax, A2, B\, B2, Ci, C2, Dx, D2 связаны двумя соотношениями

2AiCxC2 = A2{Cl + sC22), 2BiDxD2 = B2(D2 - sD22).
Коэффициенты ах, а2, аз, а4 определяются формулами

при Ai Ф 0, Bi ф 0, CiC2 ф 0, DxD2 ф 0.
Если А\ — 0 (А2 ф 0), то следует положить а\ = С1С2/А2. Если Bi = 0 (В2 7^ 0), то

а2 = DiD2/B2. Если Ci = 0 (С2 / 0), то а3 = -Аь Если С2 = 0 (Ci / 0), то а3 = Аь Если

Di = 0 (D2 Ф 0), то а4 = -Bi. Если D2 = 0 (Di ф 0), то а4 = Вх.

5°. Уравнение имеет точное решение типа бегущей волны w = w(k\x + k2y + At), где к\, к2,
Л — произвольные постоянные.

6е. Уравнение имеет точные решения вида

w{x, у, t) = f(t)x2 + g{t)xy + h{i)y2 + y(t)x + ф{Ь)у + X(t).
В частном случае ip(t) = ip(t) = 0 функции f(t), g(t), h(t), x(f) описываются автономной

системой обыкновенных дифференциальных уравнений

Л1 = aBfh - 2/2 - g2), h't = a{2fh - 2h2 - д2),
g't = -2ag(f + h), X't - 2q(/ + h)X - P,

которая полностью интегрируется.

0 Литература: В. А. Галактионов, С. А. Посашков A989), А. Д. Полянин, А. В. Вязьмин, А. И. Журов,

Д. А. Казенин A998).

а(bw+ с)5. = а (bw + с) .

at dx2 ay v
'
дУ J

(bw + с)
ay v

'
дУ

1°. Точное решение линейное по переменной у:

w = f(x,t)y + g(x,t),
где функции fug определяются путем решения одномерных уравнений

Уравнение A) является линейным однородным уравнением теплопроводности. Уравнение

B) при известной / = f(x,t) можно рассматривать как линейное неоднородное уравнение

теплопроводности. Об этих уравнениях см. книги А. Н. Тихонова, А. А. Самарского A972),
В. С. Владимирова A985), А. Д. Полянина B001Ь).
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2°. Уравнение имеет точное решение квадратичное по переменной у:

w = f(x,t)y2+g(x,t)y + h{x,t).

'

at
~

dx\wdx)'dy\w~dy')'
Уравнение Буссинеска. Встречается в нелинейных задачах теории теплопроводности и нестаци-

нестационарных задачах теории фильтрации со свободной поверхностью [см. П. Я. Полубаринова —

Кочина A977, стр. 433)]. Частный случай уравнения 2.1.1.12 при п = 1.

1°. Точное решение линейное по всем независимым переменным:

w(x, у, t) = Ax + By + (А2 + B2)t + С,

где А, В, С— произвольные постоянные.

2°. Решение типа бегущей волны (ky, к-2, А— произвольные постоянные):

w = ги(?), ? = к\х + kiy + At,

где функция w(?) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

Mv'z = (ki + k2){ww'(i)'^.
Решение этого уравнения можно записать в неявном виде

? = В+ fc'+2^ (Xw-A\n\A + \w\),
где А, В — произвольные постоянные.

3°. Точное решение квадратичное по пространственным переменным:

w(x, у, t) = f(t)x2 + g(t)xy + h(t)y2,
где функции f(t), g(t), h(t) описываются автономной системой обыкновенных дифференци-
дифференциальных уравнений

ft = б/2 + 2/А + д\ A)

g't = 6(/ + h)g, B)

h't = 6h2 +2fh + g2. C)

Из уравнений A), C) следует, что f[ — h't = 6(/ + h)(f — h). Далее с помощью уравнения B)

при д ^ 0 находим / = h + Ад, где А — произвольная постоянная. Используя это равенство,

исключим из B) и C) функцию h. В итоге имеем нелинейное обыкновенное дифференциальное
уравнение для g{t)

Здд'и ~ 5<?t2 - 36A + А2)э4 = 0.

Решая это уравнение с помощью замены и(д) = (g'tJ, получим (В— произвольная постоянная)

д[ = дФ(д), Ф(<?) = ±^Вд^ + 36A + А2)д^ D)
h = ^Ф(д) - \Ад, f = -k*(g)+±Ag,

где первое уравнение является уравнением с разделяющимися переменными, и его решение

можно выписать в неявном виде.

В частном случае В
= 0 имеем решение в явном виде (С — произвольная постоянная):

4°. Уравнение допускает решения вида

w(x, у, t) = f{t)x2 + g(t)xy + h(t)y2 + <p(t)x + 4>(t)y
где функции f(t), g(t), h(t), <p(t), i>{i), x(t) описываются системой обыкновенных дифферен-
дифференциальных уравнений

ft = б/2 + 2/ft + д\ у\ = 2C/ + h)V + 2дф,

g't = 6(/ + h)g, ф'г = 2др + 2(/ + ЗЛ)^,

tit = 6h2 + 2/А + д2, x't = Ч>2 + Ф2 + 2(/ + h)x-

Первые три уравнения решаются независимо (см. п. 3°).
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Частный случай. Точное решение:

w(x>t) = -? + Cxt'1'3 + jCh1/3,
где С — произвольная постоянная.

5°. Уравнение допускает решения вида

w{x,y,t) = (At + В)-1в{х,у),

где А и В— произвольные постоянные, а стационарное уравнение для функции в выписано в

2.1.1.12 при п = а = 1.

® Литература: С. С. Титов, В. А. Устинов A985), В. В. Пухначев A995), А. Д. Полянин, А. В. Вязьмин,
А. И. Журов, Д. А. Казенин A998).

дги д Эю1 , 8

Это двумерное нестационарное уравнение тепло- и массопереноса, когда коэффициент темпе-

температуропроводности зависит от температуры по линейному закону.
Замена U = aw + C приводит к уравнению вида 2.1.1.6:

dt дх V дх ) ду V ду }

=а\ д ( г dw) 1
9

(
г

L д V дх ) dy\w
8 =а\ ( ) 1 (
'dt L дх V ад дх ) dy\w ду
Частный случай уравнения 2.1.1.12 при п = — 1.

1°. Решения типа бегущей волны:

где А, В, fci, /гг. Л — произвольные постоянные.

2е. Точные решения:

2at + В
w(x,y,t) =

(sin?/ + AexJ
'

w(x,y,t) - -^—

-

С - 2A2at
w(x,y,t)-

e2xdi2(Ae
, .

_

2A2at +
w(x,y,t)-

е2хсод2(Ле

где А, В, С— произвольные постоянные.

3°. Указанные в п. 2е точные решения являются частными случаями более общего решения в

виде произведения функций разных аргументов:

где А, В — произвольные постоянные, а функция О(х,у) является решением стационарного

уравнения

которое встречается в теории горения. О решении этого уравнения см. 5.2.1.1.

0 Литература: В. А. Дородницын, И. В. Князева, С. Р. Свирщевский A983), А. Д. Полянин, А. В. Вязь-

мин, А. И. Журов, Д. А. Казенин A998).
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4°. Другие точные решения:

2

, у, t)-
(i + дJ sh2

,l/,0 = [Acthfl(O + gshgCOe^ ±

,y,t) = [A ctg g(f) + В sin fl(f) е"* ±

±

ch6(t) .

где 9(t) = a/j?At + то', А, В, p,, fo, )?o, то
—

произвольные постоянные; s — параметр,

принимающий значения 1 или —1 (первое решение указал В. В. Пухначев, 1995).

Делая в указанных формулах замену х ^ у, можно получить другую группу решений

(которые здесь не выписываются).

5°. Решения с осевой симметрией:

\2„А-2

W{r,t) = —г
-,

г + Се

где г = а/ж2 4- у2; С, Ci, C2, А — произвольные постоянные.

0 Литература: С. Н. Аристов A999).

6°. Преобразование w = 1/U приводит к уравнению вида 2.1.1.4 при /3 = 0:

at/
ГГЛГГ

Г /- 9t^ -v2 /9C/

9t Lv 9х / V ду

9. — =

д
(

г dw) + —
dt дх V otw -\~ f3 дх У ду

Это двумерное нестационарное уравнение тепло- и массопереноса, когда коэффициент темпе-

температуропроводности задается гиперболической зависимостью от температуры.
Замена U = aw + /3 приводит к уравнению вида 2.1.1.8:

аи
_

а I 1 аи_\ _а_ /_i_ аи
¦

dt дх \ U дх J ду \ U

dw Г 9 / 1 dw \ 9/1 dw \

dt L dx \ w dx ) dy V w dy s

1°. Преобразование

где С— произвольная постоянная, приводит к более простому уравнению вида 2.1.1.8:

ди
_

Г д ( 1 ди \ д f 1 ди \1

дт
~

L дх V и дх ) ду V и ду ) J'

2е. В работе В. М. Журавлева B000) описан нелинейный принцип суперпозиции, позволяющий

строить сложные многомодовые решения исходного уравнения (там же указаны некоторые

точные решения).

= e0tu(x,y,r), т = С - —e
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,,
dw Г в

Замена w = 1/G приводит к уравнению 2.1.1.4 для функции U.

0 Литература: В. А. Галактионов, С. А. Посашков A989), N. Н. Ibragimov A994).

л.
dw Г д ( ndw\ 8 f n8w\]12. = а w -\ w —-

at I вх \ вх) ву V ву Л

Двумерное нестационарное уравнение тепло- и массопереноса при степенной зависимости

коэффициента температуропроводности от температуры (показатель п может быть целым,

дробным и отрицательным). Частный случай уравнения 2.1.2.10 при f(w) = awn.

1°. Пусть w(x,y,t) — решение рассматриваемого уравнения. Тогда функции

wi = C~VnCl/nw{Cix + Сз, Сху + Ci,C2t + Съ),
и>2 = w(x cos/3 — у sin /3, х sin C + у cos в, t),

где Сг, Ci, Сз, Сл, Съ, Р— произвольные постоянные, также будут решениями этого уравнения.

2°. Решение типа бегущей волны в неявном виде:

[
J

к2у + \t + C2,k
\w + Cl

где Ci, Сг, fci, /гг, Л — произвольные постоянные.

3°. Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

w(x,y,t) = №в(х,у), № = (Aant + ВУ1/П.
Здесь А, В — произвольные постоянные, а функция Q(x,y)—любое решение двумерного
стационарного уравнения

дх V дх ) ду\ ду

Последнее уравнение при п ф — 1 можно преобразовать к следующей форме:

Аи + А(п + 1)и^ = 0,
ox* ay

4°. Уравнение имеет «двумерные» решения следующего вида:

w(x,y,t) = F(z,t),

w(x,y,t) = G(r,t), r= \/x2

nff + 1 n.0 + 1

), ??1 = Xt 2
, n2=yt 2

;

где /si, кг, \\, \г, /3 — произвольные постоянные.

5°. См. также уравнение 2.2.2.5 для случая двух пространственных переменных при т = п + 1.

0 Литература: В. А. Дородницын, И. В. Князева, С. Р. Свирщевский A983), С. С. Титов, В. А. Устинов

A985), J. R. King A993), В. В. Пухначев A995).

dt дх V дх J ду V 0у /

Частный случай уравнения 2.1.2.11 при f(w) = aiwni, g(w) = a2wn2.

1°. Решение типа бегущей волны:

w(x, y,t) = u(z), z = t — \ix — X2y,
где функция и = u(z) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

u'z = [(mAiii™1 + a2Xlun2)u'z]'z +buk.
Общее решение этого уравнения при Ь — 0 в неявном виде:

где С\,Сг-— произвольные постоянные.

© Литература: А. А. Самарский, И. М. Соболь A963).
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2°. «Двумерное» решение:

'), ? = x(at + /3) 2(k~^
, j] = y(at + /3) 2(b-V

,

где функция F = F(?, 97) описывается уравнением

® Литература: М. И. Бакирова, С. Н. Димова, В. А. Дородницын, С. П. Курдюмов, А. А. Самарский,

С. Р. Свирщевский A988).

14
9w

- а\ 9

dt
~

dt 1дх\ дх ) + ду Vе ду

Двумерное нестационарное уравнение тепло- и массопереноса при экспоненциальной зависимо-

зависимости коэффициента температуропроводности от температуры. Частный случай уравнения 2.1.2.10

при/(w) =aeMW.

1°. Пусть w(x, у, t) — решение рассматриваемого уравнения. Тогда функции

ил = w(Cix + Сз, С1У + С4, C2t + Съ) + — Ь %,
тог = w(xcos C — у sin/3, :rsin/3 + у cos/3, t),

где Си Сг, Сз, Сa, C's, C— произвольные постоянные, также будут решениями этого уравнения.

2°. Решение типа бегущей волны в неявном виде:

<*(к{ + kl) [ e*Wdw
= кхх + к2у + M + Ci,

J \us + CX

где С\, С2, k\, /сг, А — произвольные постоянные.

3°. Точное решение в виде суммы функций разных аргументов:

w(x,y,t) = f(t) + —lnQ(x,y), f(t) = --ln(Aat + B).
I* V-

Здесь А, В, fj, — произвольные постоянные, а функция Q(x,y) —любое решение уравнения
Пуассона

1Ав + А = 0, Д = ^ + |.дх2 ду2

О решениях этого линейного уравнения см. книги А. Н. Тихонова, А. А. Самарского A972),
В. С. Владимирова A985), А. Д. Полянина B001 Ь).

4е. Уравнение имеет «двумерные» решения следующего вида:

w(x,y,t) = F(z,t),

w(x,y, t) = G(r, t),

w(x,y,t) =

w(x,y,t) =

w(x,y,t) = —t
A*

где k\, k2, Ai, A2 — произвольные постоянные.

® Литература: В. А. Дородницын, И. В. Князева, С. Р. Свирщевский A983).

¦5

Замена ш = — In [/, где [/ = G(ж, у, t) — новая зависимая переменная, приводит к уравнению

вида 2.1.1.3:
8U ТТ( д2и д2и

® Литература: В. А. Галактионов, С. А. Посашков A989), N. Н. Ibragimov A994).
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*»|*-|'-(?)' + (?)'¦
1°. Точное решение:

и)'ж> у' ^ ~~

сх - (it
+

(сх - /з*J"" 'ж' у''

где Ci, C2 —произвольные постоянные, а в(х, у) — любое решение стационарного уравнения

2°. Точное решение:

Здесь функции fit), git) определяются формулами

где А, В, С
—

произвольные постоянные, а функция О(х,у)—любое решение стационарного
уравнения

® Литература: В. А. Галактионов, С. А. Посашков A989), N. Н. Ibragimov A994).

2.1.2. Уравнения, содержащие произвольные функции

,
dw

1

Двумерное нестационарное уравнение теории тепло- и массопереноса и теории горения.

1°. Пусть w(x, у, t) — решение рассматриваемого уравнения. Тогда функции
кл = w(±x + Ci,±y + C2,t + Сз),

•

W2 = w(x cos j3 — у sin /3, ? sin/3 + ycos/i, t),
где Ci, Сз, Сз, /3 — произвольные постоянные, solsalso (знаки в ил выбираются независимо

друг от друга).
2°. Решение типа бегущей волны (А, В, X— произвольные постоянные):

w = w(?), ? = Ax + By + \t,

где функция w(?) описывается автономным обыкновенным дифференциальным уравнением

а(А2 + B2)w'^ - \ш\ + f(w) = 0.

О его решениях см. книгу В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина B001 а).

3°. Уравнение имеет «двумерные» решения следующего вида:

w(x,y,t) = F(z,t), z = kix + foy;

w(x, y, t) = G(r, t), r= а/ж2 +у2;

w(x,y,t) = H(?i,&), ?i=kix + \it, &=k2x + \2t,
где fci, /c2, Ai, A2 —произвольные постоянные.

dw d2w 82w . ,. .\fdw\2 ,
/dw\2dw\2l

Замена

Û = / Fiw)dw, где f(tu) = ехр / fiw)dw ,

приводит к линейному уравнению теплопроводности для функции G = [/(ж, у, ?):
Ш

_

д2и д2 U

at
~

дх2 ду2
'

О решениях этого уравнения см. книги А. Н. Тихонова, А. А. Самарского A972), В. С. Влади-

Владимирова A985), А. Д. Полянина B001 Ь).
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3'
 Г

= лгС"* лг) + e^C* -W) +f{wy

Точное решение при п ф 2, т ф 2:

где функция w(?, <) описывается одномерным нестационарным уравнением

dw
_

д2ги
,
A &w

, ft \ л
_

4 — nm

~d~~de'
+ T~dZ+nWh "()()'

О решениях этого уравнения при А = 0 для различных функций /(и>) см. 1.1.1.1-1.1.1.7, 1.2.1.1

1.2.1.3, 1.4.1.2, 1.4.1.3, 1.4.1.7, 1.4.1.8, 1.6.1.1.

4. = аеи Н Ье "—— + /(го).
at dx\ вх ) ву V ау J Jy '

Точное решение при ц ф 0, v ф 0:

у = w(t, t), e = -\е-^ + ~е-"\

где функция то(?, i) описывается одномерным нестационарным уравнением

dw 92iu I dw ,.,

5. = [ax -\ [be
y

+ f(w).
at d\ dx) dy\ ay I JK '

dw в f n dw \
,

9
= [ax -\ [be

at dx\ dx) dy\ ay
Точное решение при n / 2, v ф 0:

где функция w(?, t) описывается одномерным нестационарным уравнением

dw d2w n 1 dw
+ + f[)

6. ^ = [at., + f(t)] (^ + *?jL) + bw2 + g(t)w + h(t), афО.

Уравнение допускает точные решения вида

w(x,y,t) = <p(t) + ip{t)Q(x,y),
где функции <p(t), ip(t) описываются системой обыкновенных дифференциальных уравнений

' 2

A)

Р = Ъ/а, B)

а функция Q(x,y) — любое решение двумерного уравнения Гельмгольца

де + /3е = о, а-^ + ^. О)

Первое уравнение системы A) не зависит от ф и представляет собой уравнение Риккати для

функции {р. В книге В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина B001 а) приведено много точных решений
уравнения A) для различных функций g(t) и h(t). После решения уравнения A), подставляя

зависимость ip = <p(t) в B), получим линейное уравнение относительно ф = ф{Ь), которое легко

интегрируется.
В частном случае 6 = 0 решение системы A), B) дается формулами

?>(*) = exp[G(t)] {A + Jh(t) exp[-G(t)] dt), G(t) = J g(t) dt,

= В exp [G(t) - /3F(t)], F(t) = J f(t) dt,

где А, В— произвольные постоянные.

О решениях линейного стационарного уравнения C) см. книги А. Н. Тихонова, А. А. Са-

Самарского A972), В. С. Владимирова A985), А. Д. Полянина B001 Ь).
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dw

Iе. Уравнение имеет точные решения вида

Подставляя это выражение в исходное уравнение, имеем G(?) = е?, а функции </?(?),
описываются системой обыкновенных дифференциальных уравнений

<Pt = fit), 4>'t = о.(Р2 +
В результате интегрирования находим решение

w(x, у, t) = <p(t) + А ехр \рХ + 72/ + а(/32 + 72) A^(i) di], <p(t) = ff(t) dt + В,

где А, В, /3, 7
—

произвольные постоянные.

2°. Уравнение допускает также точные решения следующего вида:

w(x,y,t) = <p(t) + tp{t)(Ai ch. цх +.42shpx) + x(t)(Bi cospy +

w(x,y,t) = </з(*) + t/)(<)(.4i cos/хж + A2 sin fix) + x(t)(Bi ch fj,y + B2sh/iy),

где A\, At., B\, B2, ц — произвольные постоянные, а функции <p(t), tp(t), x(t) описываются

системой обыкновенных дифференциальных уравнений (здесь не приводятся).

3°. Уравнение допускает точные решения вида

w(x, у, t) = v»(*) + i>(t)F(x) + X(t)G(y) + r,(t)H(x)P(y),

где

F(x) = Ai cos 2цх + Ai sin 2fix, G{y) = Bi ch 2fiy + B2 sh 2fiy,

H(x) = Ci cos fix + C2 sin fix, P{y) = D\ ch/лу + D2 sh fiy,

где произвольные постоянные A\,A2,B\,B2,C\,C2,D\, D2, fi связаны двумя соотношениями,

а функции </>(?), ip(t), x(t)> n(t) описываются системой обыкновенных дифференциальных урав-
уравнений (здесь не приводятся).

dw Г д ( п 9ги \ В ( п dw \\ ,. .

8. ¦ = а\ [w м [w )\ + f(t)w.
dt L дх V дх ) ду V 9у Л

J v '

1°. Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

1П (T II tl
—

P"VT* I / fit) fJt 1 (~) [Т*9/М^"Ь1 ( W

где функция 9(ж, у) удовлетворяет уравнению Лапласа

О решении этого линейного стационарного уравнения см. книги А. Н. Тихонова, А. А. Самар-

Самарского A972), В. С. Владимирова A985), А. Д. Полянина B001 Ь).

2°. Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

y)]n+i , B)

где функция ip(i) определяется из уравнения Бернулли (А— произвольная постоянная)

4>'t ~ f{t)v + Aapn+1 = 0, C)

а функция &(х, у) удовлетворяет стационарному уравнению

1 Я2 Я2
Д0 + А(п + 1H »+i = О, Д = -^г + —j-.ох* оу

Общее решение уравнения B) дается формулой

<p(t) = exp[F(t)]{Aan[exp[nF(t)]dt + By1/n, F(t) = J f(t)dt,

где В — произвольная постоянная.
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3°. Преобразование

w(x,y,t)=:F{t)U(x,y,r), r = JFn(t)dt, F{t) = exp[f f(t)dt\
приводит к более простому уравнению вида 2.1.1.12:

дт ~aLex V дх )+ ду \и ду

9 alfe) +э-
at Lax Vе вх)+ву

1°. Точное решение в виде суммы функций разных аргументов:

w(x,y,t) = <p(t) + j\ne(x,y),
где функция ц> = <p(t) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

<p't + А(а/ц) exp(fxp) - f(t) = 0, A)

а функция Q(x,y) является решением двумерного уравнения Пуассона

Дв + л = о, Д^^ + |^. B)

Общее решение уравнения A) дается формулой

fexp[nF(t)]dt}, F(t) = Г f(t)dt. C)

О решениях линейного стационарного уравнения B) см. книги А. Н. Тихонова, А. А. Самарского

A972), В. С. Владимирова A985), А. Д. Полянина B001 Ь).

Отметим, что в уравнение B) и в выражение C) входят произвольные постоянные А и В.

2°. Преобразование

¦w(x,y,t) = = Je
приводит к более простому уравнению вида 2.1.1.14:

dU
_ Г_?_/ »и д?_\ _д_ Г ,м <Ю

дт

~ п
L дх V дх ) ду \ ду

8 Г-'„Л^-1.

Двумерное нелинейное уравнение тепло- и массопереноса в случае изотропной среды.

1°. Пусть w(x,y,t) — решение рассматриваемого уравнения. Тогда функции

ил = w(Cix + С2,С1У + C3,Cft + С4),
и>2 = w(x cos C — у sin /3, х sin /3 + у cos /3, i),

где Ci, Сг, Сз, Са, /3 — произвольные постоянные, также будут решениями этого уравнения.

2°. Решение типа бегущей волны в неявном виде:

= к\х + к2у + At + Сг,

где С\, Сг, ^1,^2, A— произвольные постоянные.

3°. Уравнение имеет «двумерные» решения следующего вида:

w(x,y,t) = F(z,t), z = kix + k2y;

w(x,y,t) = G(r,t), r = л/х2 +у2;
w(x,y,t) = #(?i,?2), ii—kix + \it, f2=fez +

w{x,y,t) = U{r)uT}2), r)i=x2/t, rJ=y2/t,
где fci, кг, \\, А2 —произвольные постоянные.

© Литература: В. А. Дородницын, И. В. Князева, С. Р. Свирщевскнй A983).
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л
dw д г.. ч вад ] 8

Двумерное нелинейное уравнение тепло- и массопереноса в случае анизотропной среды.
1°. Пусть w(x, у, t) —решение рассматриваемого уравнения. Тогда функция

wi = w(Cix + C2, Ciy + С3, C\t + Са),

где С\, С2, Сз, С± — произвольные постоянные, также будет решением этого уравнения.

2°. Решение типа бегущей волны в неявном виде:

dw = klX + k +м + сdw k
Xw + С1

где С\, Сг, Аи, к-г, Л — произвольные постоянные.

3°. Уравнение имеет «двумерные» решения следующего вида:

w(x,y,t) = F(z,t), z = kix + к2у\

w(x,y,t) = U(t)i,tJ), rn=x2/t, rj2 = y2/t,
где к\, k2, Ai, Аг —произвольные постоянные.

4°. О групповой классификации и точных решениях данного уравнения для некоторых функций
f(w) и g(w) см. В. А. Дородницын, И. В. Князева, С. Р. Свирщевский A983).

12. -^ = /(to) Ци,] + g(t)w + h(t).

Здесь L — произвольный линейный дифференциальный оператор по пространственным пере-
переменным х, у (который не зависит от t).

Уравнение имеет точные решения вида

w(x, у, t) = <p(t) + ф(Ь)®{х, у),

где функции ip(t) и ip(t) определяются формулами (.4 — произвольная постоянная)

BeGW, G(t) = jg{t)dt,
а функция Q(x, у) удовлетворяет линейному стационарному уравнению

L[0] = 0.

Замечание 1. В рассматриваемом уравнении порядок линейного оператора L и число

пространственных переменных может быть любым. Коэффициенты оператора L могут зависеть

от пространственных переменных.

Замечание 2. В уравнении вместо f(w) может стоять произвольная функция вида

f(x,y,t,w). При этом в частном случае f(x,y,t,w) = fi(t) + aw, L= Д + 6, где Д — оператор

Лапласа, а, 6 — некоторые постоянные, получим уравнение вида 2.1.2.6.

dw а г . dw 1 в
13 lf{) \ +

. dw 1 в г , .

kw ln w-13-
вТ

=

Щ j
Нелинейное нестационарное уравнение теории тепло- и массопереноса и теории горения в ани-

анизотропном случае при произвольной зависимости главных коэффициентов температуропровод-
температуропроводности от координат.

1°. Точное решение в виде произведения функций разных аргументов (А
— произвольная

постоянная):

w(x,y,t) = exV(Aekt)e(x,y),
где функция 0(х, у) удовлетворяет стационарному уравнению
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2°. В частном случае f(x,y) = f(x), g{x,y) = д(у) имеются точные решения с неполным

разделением переменных вида

w{x,y,t) =<p(x,t)ip(y,t).

Здесь функции <p(x,t), ip(y,t) находятся из двух независимых одномерных нелинейных диф-
дифференциальных уравнений параболического типа

где C(t) — произвольная функция.

3е. Замена w(x,y,t) = exp(Aekt)u(x,y,t), где А— произвольная постоянная, приводит к

уравнению такого же вида

ди 9 [,, ,ди-\ д Г , ,ди
+ku]nu-

Точное решение с неполным разделением переменных (решение разделяется по пространствен-

пространственным переменным х и у, но не разделяется по времени t):

w(x,y,t) = <p(x,t)ip(y,t).

Здесь функции ip{x,i), ip(y,t) находятся из двух одномерных нелинейных дифференциальных
уравнений параболического типа

\f(x,t)%дх L дх

где C(t) — произвольная функция.

dw
_

. 82w , 82w , . d2w

+ 9i(x,y)—— +ga(x,y)-^- + [h(x,y)
OX OJ/

Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

w(x, у, t) = ехр[Аеи + ekt f e~kts(t) dtJQ(x, у),

где А
—

произвольная постоянная, а функция Q(x, у) удовлетворяет стационарному уравнению

, . . д2& , .

+ 9i(x,y)^дх
а

^ + M^t)]

Существуют точные решения линейные и квадратичные по у:

w(x,y,t) = <p(x,t)y + ip(x,t),

w(x,y,t) = ч>(х,г)уг + rp(x,t)y
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2.2. Уравнения с тремя и более пространственными
переменными

2.2.1. Уравнения, зависящие от трех пространственных переменных

В этом разделе div, V и Д — операторы дивергенции, градиента и Лапласа, записанные в

декартовых координатах х, у, z (вместо декартовых могут быть использованы цилиндрические,

сферические и другие ортогональные системы координат в пространстве).

dw
_

d2w

Уравнение допускает сдвиг по любой из переменных х, у, z, t.

Iе. Для осесимметричных решений в цилиндрической и сферической системах координат

оператор Лапласа соответственно имеет вид

. 1 9 / 9 \ 92

1 д

2°. «Двумерное» решение:

u; = м(?, rj, t), ? = у H , т] = (C — l)x — 2Cxy + С z
,

где С — произвольная постоянная (С / 0), а функция и = u(?,?7,t) описывается уравнением

ди
_

I 1 \ 92и

"9(~
~"

V "с5"/ 9$2

3°. «Двумерное» решение:

где А, В—произвольные постоянные (В / 0), а функция и = и(?, rj, t) описывается уравнением

^L = tA2 + B2 + l)(——
dt \ В2 9^2 I/;/-

,
dw .

, .,.. , ,
,.s

2. = аДги + f(t)w In w + д(?)ги.
9t

Уравнение имеет точные решения вида

Г Л Л

Замечание. При /(i) = 6, где & = const, уравнение A) имеет также точные решения в виде

суммы функций различных аргументов:

Здесь ip(t) определяется формулой

ip(t) = Aebt + е
' / е~ fg(t)dt, (A — произвольная постоянная),

а Q(xi,X2, хз) —любое решение стационарного уравнения

3. ~= aAw + f(t)\Vw\2 + g(t)w + h(t).
tit

Уравнение имеет точное решение вида

з з

w(xi,x2,x3,t) - ^2 <pki(t)xkxi + ^2^k(t)xk + x(t).
fe,;=i fc=i

Замечание. Решения такого же вида имеет более общее уравнение
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4. ^-=Д™ + /(«!)\Vw\2.
Замена

U= F(w)dw, где F(tu) = ехр| / f(w)dw\,

приводит к линейному уравнению теплопроводности для функции U = U{x, у, z, t):

О решениях этого уравнения см. книги А. Н. Тихонова, А. А. Самарского A972), В. С. Влади-

Владимирова A985), А. Д. Полянина B001 Ъ).

dw 82w В ( mdw\ в ( ndw

1°. Точное решение при т ф 2, п / 2:

Т2 д 2-тп л ,2-п

a 6B - mJ cB - nJ
'

где функция w(t;, t) определяется одномерным нестационарным уравнением

dw Э2ш A dw r/ ч . 2D — m — n)
—- i t

Г(?/м 4 ^^
v '

dt dt;2 t; 9f B
— m)B — n)

О решениях этого уравнения при .4 = 0 для различных функций f{w) см. 1.1.1.1-1.1.1.7, 1.2.1.1-

1.2.1.3, 1.4.1.2, 1.4.1.3, 1.4.1.7, 1.4.1.8, 1.6.1.1.

2°. Точное решение при т ф 2, п ф 2:

/ * ,ч *2 4м2 ™
,

4г2"™
v' ;Sl " s

6B-mJ cB-nJ
'

где функция то(ж,?) определяется двумерным нестационарным уравнением

dw Э2ш 92iu A dw ,, . . 4 — тп

dt Эх*
'

Э?2
'

« 8f
''v "

B-m)B-n)

. dw 8 ( n dw \
,

д (, m dw \ в ( I dw

dt dx\ dx J By \ dy J dz V Bz

Точное решение при п ф 2, m ф 2, l ф 2:

где функция и>(?, <) определяется одномерным нестационарным уравнением

О решениях этого уравнения при Л = 0 для различных функций /(iy) см. 1.1.1.1-1.1.1.7, 1.2.1.1

1.2.1.3, 1.4.1.2, 1.4.1.3, 1.4.1.7, 1.4.1.8, 1.6.1.1.

_ dw В ( л» dw \
,

В (, „у Bw\ 8

Точное решение при Л / 0, ц ф 0, v ф 0:

где функция w(?, i) определяется одномерным нестационарным уравнением

Эго
_

82w
_

1 Эго ,, .

5t 9f2 f д?
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dt dx\ dx ) Т ду V У
ду ) dz\ dz J ^ J К '

Точное решение при п / 2, т ф 2, v / 0:

где функция w(?,t) определяется одномерным нестационарным уравнением

dw
_

d2W A dw ., ,

Л —
4 — 77 771

~Ж Э?2~
+
У ~дТ

+ ~~

B -nX2~-m)"'
О решениях этого уравнения при Л = 0 для различных функций /(w) см. 1.1.1.1-1.1.1.7, 1.2.1.1-

1.2.1.3, 1.4.1.2, 1.4.1.3, 1.4.1.7, 1.4.1.8, 1.6.1.1.

п
dw В ( „ dw \ д /, цУ 8w\ 8 / vz 8w\ ,

.

9. = -—-[ах -\ [be*y + ——се + f(w).
dt дх \ дх ) ду V ду ) dz V dz ) J ( '[be

ду V ду
Точное решение при п / 2, р, / 0, v / 0:

,2-п

/<1 N 9 2. 9

аB — ri)z o/i'' си

где функция ш(?,<) определяется одномерным нестационарным уравнением

dw d2w n 1 dw
.,

.

10. — = агиДк; - a|Vtu|2 - /3.
at

Точные решения:

w(x, у, z, t) = Ax + By + Cz - [а{А2 + В2 + С2) + /3]*

w(x, y,z,t) = А — 0t + В охр \о{х + р + I/'

где Л, В, С, D, х, fi, v — произвольные постоянные.

В 2.2.1.11 указаны также решения другого вида.

11. ~ - awAw + f(t)\Vw[2 + g(t)w + h(t).
dt

Уравнение имеет точные решения вида

з :

w(xi,X2,X3,t) = У <fikl(t)XkXl + /
к,1=1 к= 1

Замечание. Решения такого же вида имеет более общее уравнение

dw \-^ г ,t\ , 1 u\-\
d2yj

=

/ [O,nm(t)W + (>nm\t)\ h
9t

n,m=l

'

dxn°xm

12. ~ = [ои) + /(«)]Д«» + bw2 + g(t)w + h{t).
dt

Здесь f(t), g(t), h(t)
—

произвольные функции; a, 6 — произвольные параметры (a / 0).
Частный случай уравнения 2.2.1.14 при L [w] = Aw.

Отметим, что при f(t) = const, g(t) = const, h{t)
= const это уравнение рассмотрено в

работах В. А. Галактионова, С. А. Посашкова A989), Н. X. Ибрагимова (N. H. Ibragimov, 1994).

13. ^ = Mwn.
Частный случай уравнения 2.2.2.5 Это уравнение при т > 1 описывает фильтрацию газа через

однородную пористую среду (ги — плотность политропного газа).



116 Уравнения параболического типа с двумя и более пространственными переменными

14. -|Н. = [aw + f(t)] L И -f im>2 + g(t)w + h(t).
at

Здесь f(t), g{t), h(t) — произвольные функции; a, b—произвольные параметры (a / 0); L [w] —

произвольный линейный дифференциальный оператор второго (любого) порядка, зависящий

только от пространственных переменных х\ = х, Х2 = у, ?з = z и удовлетворяющий условию
L [const] = 0:

L[w}= ^ Рят(д) +^qn(a;) i = {^,12,13}.
n,m=l

n m
n=l

n

Уравнение имеет точные решения вида

w(Xi,X2,X3,t) = <fi(t) + il>(t)O(xi,X2,X3),
где функции y?(t), u>(?) описываются системой обыкновенных дифференциальных уравнений

<p't=bip2 +g{t)cp + h{t), A)

rl>'t=[b<p-i3f(t)+9(t)]y>, 0 = Ъ/а, B)
а функция 0(xi, X2, хз) — любое решение линейного стационарного уравнения

L [G] + /30 = 0. C)

Первое уравнение системы A) не зависит от ф и представляет собой уравнение Риккати для

функции if. В книге В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина B001 а) приведено много точных решений
уравнения A) для различных функций g(t) и h{t). После решения уравнения A), подставляя

зависимость <р = <p(i) в B), получим линейное уравнение относительно ф = t/>(t), которое легко

интегрируется.
В частном случае Ь = 0 решение системы A), B) дается следующими формулами:

= exp[G(t)] {a + I h(t) exP[-G(t)] dt), G(t) - j g{t) dt,

= В exp [G(t) - pF(t)}, F(t) = J f{t) dt,

где А, В — произвольные постоянные.

В частном случае L
= Д о решениях линейного стационарного уравнения C) см. книги

A. Н. Тихонова, А. А. Самарского A972), В. С. Владимирова A985), А. Д. Полянина B001 Ь).

15. — = a div(tonVio) + f(t)w.

1°. Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

w{x,y,z,t) = exp[Jf(t)dt][Q{x,y,z)]~ZH , A)

где функция Q(x,y,z) удовлетворяет уравнению Лапласа

Д9 = 0.

О решениях этого линейного уравнения см. книги А. Н. Тихонова, А. А. Самарского A972),
B. С. Владимирова A985), А. Д. Полянина B001 Ь).

2°. Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

w(x,y:z,t) = <p(t)[e(x,y,z)]~^~, B)

где функция <p(t) определяется из уравнения Бернулли

Vt
~ №)<Р + Aa<pn+l = 0. C)

Здесь А—произвольная постоянная, а функция Q(x,y,z) удовлетворяет стационарному урав-
уравнению

1

Д© + А(п + 1N »+1 =0.

Общее решение уравнения C) дается формулой

= exp[F(t)]{Aan f exp[nF(t)] dt + в}'1'", F(t) = J f(t)dt,

где В—произвольная постоянная.
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3°. Преобразование

w(x,y,z,t) = F(t)U(x,y,z,r), r = JFn{t)dt, F(t) = exp

r\j f

приводит к более простому уравнению
—— = adiv(UnVU).
от

16. — = a div(w"Vw) + f{t)w + g(t)w1-n.
at

Замена U = wn приводит к частному случаю уравнения 2.2.1.12:

~ = aUMJ + —\VU\2 + nf(t)U + ng(t).
at n

17. ^L = a dWie'1™Vw) + f(t).

1°. Точное решение в виде суммы функций разных аргументов:

,y,z,t) = j J f(t)dt + ~\nQ(x,y,z),

где функция G = в(ж, у, z) —любое решение уравнения Лапласа Дв = 0.

2°. Точное решение в виде суммы функций разных аргументов:

w(x,y,z,t) = f{t)+ — \пв{х,у,г),

где функция ip = <p(t) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

<p't + A(o//i) exp(W) - /(*) = 0. A)

Здесь А — произвольная постоянная, а функция в = Q(x,y,z) является решением уравнения

Пуассона
Дв + А = 0. B)

Общее решение уравнения A) дается формулой

= Г f(t) dt.F{t) = Г f(t) dt. C)

О решении линейного стационарного уравнения B) см. книги А. Н. Тихонова, А. А. Самарского

A972), В. С. Владимирова A985), А. Д. Полянина B001 Ь).

Отметим, что в уравнение B) и в выражение C) входят произвольные постоянные А и В.

3°. Преобразование

= jf{t)dt
FiTJ

приводит к более простому уравнению
—— = adiv(eMC/VU).
от

18. ~ = a divJe^Vti») + Ье^ + g(t) + h(t)e~^w.

Замена U = едш приводит к уравнению вида 2.2.1.12 для функции U = U{x,y,z,t):

~ = aUAU + Ьц112 + ng(t)U + ^h{t).
at

Поэтому исходное уравнение имеет решения вида

w(x,у,z,t) = j l%>(t) + ф(Ь)в(х,у,*)].

Отметим, что при g{t) = const, h(t) = const исходное уравнение рассмотрено в работах
В. А. Галактионова, С. А. Посашкова A989), Н. X. Ибрагимова (N. H. Ibragimov, 1994).
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19. ^- = f(t)Tip[w] + g{t)w.

Здесь N^w] — произвольный однородный нелинейный дифференциальный оператор степени /3
относительно w (т. е. 1Ч/з[аи;] = a® N/3[u)], а = const), действующий только по пространствен-

пространственным переменным х, у, z (который не зависит от t).

Преобразование

w(x,y,z,t) = G(t)U(x,y,z,r), т = J f{t)Ge-\t)dt, G(t)=exp[Jg(t)dt],
приводит к более простому уравнению

~=Щ1Щ, A)

которое имеет точное решение в произведения функций разных аргументов U — <р(т)©(х, у, z).
Замечание 1. В рассматриваемом уравнении порядок (относительно производных) нели-

нелинейного оператора Nj и число пространственных переменных может быть любым. Коэффици-
Коэффициенты оператора N/з могут зависеть от пространственных переменных.

Замечание 2. Если оператор N^ не зависит явно от пространственных координат,
то уравнение A) имеет также точное решение типа бегущей волны U = U(?), где

f = fcix + /егу + ksz + At. Ниже приведены два примера таких операторов N^:

где a, 6, c, /x
—

некоторые постоянные.

20. — + @. v)to = Aw + f (w)\Vw\2.
at

Частный случай уравнения 2.2.2.7 при п = 3.

21. .^L + ({Г • V)w = aAw + a\Vw\2 + f(x, t).

Частный случай уравнения 2.2.2.8 при п = 3.

,,
dw д Г, ,

. dw I 9 L, .ami, 9

О групповой классификации и точных решениях данного уравнения см. работу В. А. Дородни-

Дородницына, И. В. Князевой, С. Р. Свирщевского A983).

23. — + (Й • V)io = aAw.
ot

Векторное уравнение Бюргерса, w — {ги\, №2,^K}, где wn = iun(xi, ха,хз). Операторы
Гамильтона V и Лапласа А могут быть записаны в произвольной ортогональной системе

координат.

Точное решение:

где в удовлетворяет линейному уравнению теплопроводности

О решениях этого уравнения см. книги А. Н. Тихонова, А. А. Самарского A972), В. С. Влади-
Владимирова A985), А. Д. Полянина B001 Ъ).

0 Литература: S. Nerney, E. J. Schmahl, Z. E. Musielak A996).
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2.2.2. Уравнения, зависящие от п пространственных переменных

Обозначения: Дш = ^2 —j". |Vw|2 = 52 ( ) , (v ¦ V)w = 22 v*-—~~-

Замена U = / F(w)dw, где F(w) = exp / /(w)du.'l, приводит к линейному уравнению

теплопроводности для функции U = U(xi,..., жп, t):
аи .

= До.
9i

О решениях этого уравнения см. А. Д. Полянин B001 Ь).

2. ~- = f(t)Aw + з(<)го In го +

Уравнение имеет точные решения вида

W{XI,. ..,Xn,t) = exp ]T (pij^XiXj + ^ Фг^)х, + \(t)

3.

Уравнение имеет точные решения вида

w(xi,...,xn,t)= ]

4. — =

Уравнение имеет точные решения вида

5. = Д(го ).

Это уравнение при т > 1 описывает фильтрацию газа через однородную пористую среду (w—

плотность политропного газа).

1°. Точное решение при т > 1:

1

где А — произвольная постоянная (А > 0), а функции <рд. = </з^(*) описываются системой

обыкновенных дифференциальных уравнений

2m

Система A) допускает (п — 1) первых интегралов:

Vj=vl + Cj, j = l,2,...,n-l, B)

где Cj — произвольные постоянные.

Функция ifin = <pn{i) задается в неявном виде (считается, что Cj > 0)
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где В — произвольная постоянная, а остальные <pj (t) определяются положительными корнями

квадратных уравнений B).

® Литература: С. С. Титов, В. А. Устинов A985), J. R. King A993), В. В. Пухначев A995).

2°. Точное решение при 0 < т < 1:

где А—произвольная постоянная, а функции ipk — tfkit) описываются системой обыкновенных

дифференциальных уравнений A).

® Литература: J. R. King A993), В. В. Пухначев A995).

3°. Уравнение имеет точное решение вида

1

® Литература: Г. А. Рудых, Э. И. Семенов B000); в этой работе указаны также другие точные решения.

6. —^- = [aw + fit)]Aw + bw2 + git)w + hit).at

Здесь fit), git), hit) — произвольные функции; a, b — произвольные параметры (а Ф 0).

Уравнение имеет точные решения вида

где функции pit), i/)(t) описываются системой обыкновенных дифференциальных уравнений

ф[ = [by - /3f{t) + дЩф, C = Ь/а, B)
а функция 0(:ri,..., хп) —любое решение уравнения Гельмгольца

Д0+/30 = О. C)

Первое уравнение системы A) не зависит от ф и представляет собой уравнение Риккати для

функции ip. В книге В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина B001 а) приведено много точных решений
уравнения A) для различных функций git) и hit). После решения уравнения A), подставляя

зависимость tp = tpit) в B), получим линейное уравнение относительно ф = t/i(?), которое легко

интегрируется.
О решениях линейного стационарного уравнения C) см. книги А. Н. Тихонова, А. А. Са-

Самарского A972), В. С. Владимирова A985), А. Д. Полянина B001 Ь).

Ot

Здесь v — заданная вектор-функция, зависящая от пространственных координат и времени

(которая не зависит от us).
Замена

0= F{w)dw, где Fiw) =ехр[ / f{w)dw],

приводит к линейному уравнению конвективного тепло- и массопереноса для функции

8. ~ + {v ¦ V)w = aAw + a| Vt»|3 + f(S, t).

Здесь v — заданная вектор-функция, зависящая от пространственных координат и времени

(которая не зависит от w).
Замена © = еш приводит к линейному уравнению

ЯР)

^- + (v ¦ VH = а&в + f(x, t)e.



3. Уравнения гиперболического типа с одной
пространственной переменной

3.1. Уравнения со степенными нелинейностями

3.1.1. Уравнения вида ^-?- = а^-^- + f(x,t,w)
at* ox*

. 9го вго fc
1. ——— = а — + bw .

at2 дх1
^

Частный случай уравнения 3.4.1.1 при f{w) = bwk.

1°. Точные решения:

w(x, t) = [as{t + AJ - s(x + BJ} i-*
, s = -^—?

где А, А, В — произвольные постоянные.

2е. Автомодельное решение (хо, to — произвольные постоянные):

2
„. ,„

W(x,t) = (t -to) !-fc ti(O,
t-t0

•

где функция u(?) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

Частный случай уравнения 3.4.1.2 при f(w) = aw .

Частный случай уравнения 3.4.1.4 при f(z, w) — cznw . При Ь = ±1 см. также уравнения 3.4.1.13

и 3.4.1.14 при /(?) = сС, g{w) = wk.

Частный случай уравнения 3.4.1.5 при f(z,w) = aznwk.

5.
-^p-

=

-g^j- + a[b kw - b(k + l)w +w

Решения типа бегущей волны (А, С — произвольные постоянные):

w{x,t) = {— []|
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6.
B2w

= г

dt2 Qx2-

Частный случай уравнения 3.4.1.7 при f(w) = awk.
Точные решения (С — произвольная постоянная):

t h
w

Точные решения (С — произвольная постоянная):

к- 1
W(x,t) =

w{x,t) =

_Ь e0t/2
-(/с-1Jа

2

l-fc

4Д+11) (± V[/32 - (k - lJa][/32 -(A + 3Ja] i

a]i)] - (A -

® Литература: А. Д. Полянин, А. В. Вязьмин, А. И. Журов, Д. А. Казенин A998).

62W 82W
, et, . , Bt\ к

8.
at2

Точные решения (С
—

произвольная постоянная):

® Литература: А. Д. Полянин, А. В. Вязьмин, А. И. Журов, Д. А. Казенин A998).

15 + ^ + (V/3t /3t 23
9-

Точные решения (С — произвольная постоянная):

к

0кх

WlX.t) =

0кх

® Литература: А. Д. Полянин, А. В. Вязьмин, А. И. Журов, Д. А. Казенин A998).
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10.
d2w

_

d2w

at2 (a2e2/3t 3, \k\ > 2.

Точные решения (С — произвольная постоянная):

w(x, t) =

Vk2 - 4 / 0

® Литература: А. Д. Полянин, А. В. Вязьмин, А. И. Журов, Д. А. Казенин A998).

11. aep w .

Частный случай уравнения 3.4.1.6 при f(w) = —awk. Точные решения (С — произвольная

постоянная):

12. ——- = —— - aw - be^w .

dt2 dx2

Точные решения (С — произвольная постоянная):

w(x,t) =
- (к- lJa]

Точные решения (С — произвольная постоянная):

,4.

Частный случай уравнения 3.4.1.8 при f(w) = cwk.
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3.1.2. Уравнения вида -^ = а-|^ + f(x,t,w, f^-
'

at2
~

xn дх\ дх J ^ '

Это уравнение можно записать в эквивалентном виде

d2w (d2w n dw
¦

п dw \

х дх ) + bw .

dt2 \ дх2

При п = 1 и п = 2 это уравнение описывает нелинейные волны с осевой и центральной
симметрией.

Iе. Существуют решения, зависящие только от одной переменной: w = w(x) и w = w(t).

2°. Точное решение:

где С— произвольная постоянная.

3°. Решение A) является частным случаем более широкого семейства точных решений вида

где функция w = w(f) определяется из уравнения Эмдена— Фаулера

^^w™. B)

В частном случае п = — 1 решение уравнения B) имеет вид

где Ci, Сг — произвольные постоянные.

В книгах В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина A993, 2001 а) приведено более 20 точных решений

уравнения A) для некоторых значений параметров пит.

4°. Точное решение при п — 2:

w = w{y), y = At + B\n\x\ + C,

где А, В, С — произвольные постоянные, а функция w = w(y) описывается автономным

обыкновенным дифференциальным уравнением

(аВ2 - A2)w'yy + аВгю'у + bwm = 0. C)

Решения уравнения C) при А —

А2 — аВ2
При А ф ±В\/а замена u(w) = w'y приводит C) к уравнению Абеля

аВ

Ь{А2-аВ2) m

точные решения которого для m — —2, —1, —\, 0, 1 приведены в книгах В. Ф. Зайцева,
А. Д. Полянина A993, 2001 а).

•2 2

5°. Существует также автомодельное решение вида w — t 1~m /(?)> гДе ^ = xt n~2
.
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62w 02w , , т dw
+ b

Частный случай уравнения 3.4.2.3 при f(w) — bw

1°. Решение типа бегущей волны:

где X, С — произвольные постоянные.

Решение A) является частным случаем более широкого семейства точных решений типа

бегущей волны:

dw х + At + С

+ bwm+1 (m + 1)(А2 - a)
'

где Л, А, С — произвольные постоянные.

2°. Существует также автомодельное решение вида w = f1/ f(x/t).

. 62w
3

Частный случай уравнения 3.4.2.4 при f(t) = stn.

Частный случай уравнения 3.4.2.5 при f(x) = sxn.

+bcw

Частный случай уравнения 3.4.2.10 при f(t) — с, g{t) — к, h(t) — s.

Пусть А— корень квадратного уравнения ЬсА2 + кА + s = 0.

1°. Если выполнено неравенство 2Abe + к — ab — а2 > 0, то точные решения имеют вид

w{x,t) = А + [Ci ехр(о-г) + С2 exp(-ot)] exp( ± жУ^З),
где Ci, Сг — произвольные постоянные.

2°. Если выполнено неравенство 2Abe + к — ab = —<т2 < 0, то точные решения имеют вид

w{x,t) = A+[Ci cos(crt) + d sin(cri)] exp( ± xy^b)-
О более сложных решениях см. 3.4.2.10.

® Литература: V. A. Galaktionov A995, рассматривался случай а = с), В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин A996).

6-
-W

=

as^ +Ьх ("в5г) +сх

Частный случай уравнения 3.4.2.8 при /(ж) = Ьхп, д{х) — схт, h(t) = sth.

Частный случай уравнения 3.4.2.10 при /(*) = ctn, g(t) = s<m, h{t) = ptk.

^Y + ctx.
Bx J 8x

Это уравнение имеет точное решение квадратичное по переменной х:

w = <p(t)x2 + xjj(t)x + ch(t).
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3.1.3. Уравнения вида jgi = /(z)-0- + 9(х,(,ш,

Уравнение распространения нелинейных волн в неоднородной среде.

1°. Существуют решения, зависящие только от одной переменной: w = w(x) и w = w(t).
2°. Точное решение при пф2:

где С— произвольная постоянная.

3°. Решение A) является частным случаем более широкого класса точных решений вида

w = w(z), z= [a{2-nf(t + CJ - 4(х + РJ-п]^^Т,
где функция w = w{z) определяется из уравнения Эмдена— Фаулера

wzz
—

——z n w . B)
an2

При n = 1 решение уравнения B) имеет вид

2b m+i

a(m + 1)

где Ci, Сг — произвольные постоянные.

В книгах В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина A993, 2001 а) приведено более 20 точных решений

уравнения A) для некоторых значений параметров п и т.

4°. Точное решение при п = 2:

w = w(y), у = At + ?Ип|х- + /3| + С,

где А, В, С — произвольные постоянные, а функция w — w(y) описывается автономным

обыкновенным дифференциальным уравнением

(аВ2 - А2)гю'уУ - aBw'v + bw'" = 0. C)

Решения уравнения C) при А = ±В^/а:

. ГЬA-т)

При А ф -ЬВу/а замена u{w) = ш' приводит C) к уравнению Абеля
аВ

Ь(А2-аВ2) т

uuw-u= ^
w ,

точные решения которого для т = —2, —1, —у, 0, 1 указаны в книгах В. Ф. Зайцева,

А. Д. Полянина A993, 2001 а).
2 2

5°. Существуют также точные решения вида w = t l~m /(?)> С = (х + /3)* п~2
¦

1°. Существуют решения, зависящие только от одной переменной: w = w(x) и w = w(t).
2°. Точное решение при п ф 2:

o{x,t) = k[a{2-nJ{t + CJ -¦

HL 2аB - пК4 - я - nm) J '

!_ A)

. 2аB - п)D — я - пт) .

где С
—

произвольная постоянная.
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3°. Решение A) является частным случаем более широкого класса точных решений вида

w = ш(О, i = [оB - nf{t + СJ - ЦхJ~п] "гФъ,
где функция w = w(?) определяется из уравнения Эмдена— Фаулера

6 4

w« =^ "ш • B)

В книгах В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина A993, 2001а) приведено более 20 точных решений
уравнения B) для некоторых значений параметров пит.

4°. Точное решение при п = 2:

w = w{z), z = At + B\a\x\ +C,

где А, В, С — произвольные постоянные, а функция го = w(z) описывается автономным

обыкновенным дифференциальным уравнением

(аВ2 - A2)w"z + aBw'z + bwm = 0. C)

Решения уравнения C) при А =

При А ф ±Ву/а замена u(w) — wz приводит C) к уравнению Абеля
аВ

, Ь(А2-аВ2) т

uuw-u= —Lw

точные решения которого для т = —2, —1, —\, 0, 1 указаны в книгах В. Ф. Зайцева,

А. Д. Полянина A993, 2001 а).

5°. Существуют также автомодельное решение вида w = t 1~m /(?)> i = xt n~2
.

Частный случай уравнения 3.4.3.5 при f(w) = bwm.

1°. Точные решения, зависящие только от одной переменной:

w{t) = At + B,

dw
In 1ж| + Л = Г —

a(m+l)
' '

J a(a(m + 1)ш - bwm+1 + В
'

где А, В — произвольные постоянные (второе решение задано неявно).

2°. Точное решение при пф2:

w = w(z), z — \каB — п) (t + С) — Акх ~п\ ,
к = ±1,

где С— произвольная постоянная, а функция w = w(z) описывается обыкновенным дифферен-
дифференциальным уравнением

ш- + 1^[аA-п) + Ьш17^=0- A)

Замена u(w) = zw'z приводит A) к уравнению первого порядка с разделяющимися

переменными. После интегрирования получим решение в неявном виде:

dw 1

т + 1

аB-п;
-1п|г|+С2,

где С\, Сг — произвольные постоянные.
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3°. Точное решение при п = 2:

w = w{$), z- At + B\n\x\+C,

где А, В, С — произвольные постоянные, а функция w = w(?) описывается автономным

обыкновенным дифференциальным уравнением

(аВ2 - A2)w'^ + B(bwm - а)Ц = 0.

Интегрируя, получим

dw B?

- а(т + l)w + С1 (т + 1)(аВ2 - А2)
'

. d2w n d2w n_i m8» , fe

Частный случай уравнения 3.4.3.6 при f{w) = bwm, g(w) = cwk.

Уравнение распространения нелинейных волн в неоднородной среде. Частный случай уравне-
уравнения 3.1.3.7 при 6 = 0.

Частный случай уравнения 3.1.3.7 при Ь = аХ.

d2w х* d2w хх Ow т
7 + Ы + C

1°. Существуют решения, зависящие только от одной переменной: w = w(x) и w = w(t).

2°. Точное решение:

w = w(z), z=[Ake~Xz -akX2(t + Cf]1/2, к = ±1,

где С—произвольная постоянная, а функция w = w(z) описывается обыкновенным дифферен-
дифференциальным уравнением

„ 2(аА-Ь) 1 , с т п пч

Wzz +
— L—

Wz + -—-r-Ш =0. A)

Это уравнение имеет точное решение

[аМт - 3) + 26A - т)]

При Ь = оА общее решение уравнения A) задается неявно:

/[с- а*;А2(т+1)

где С\, Сг — произвольные постоянные.
2Ь-аЛ

При 6 ^ уаА замена ? = г <»л приводит A) к обобщенному уравнению Эмдена —

Фаулера

В книгах В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина A993, 2001 а) приведено более 20 общих решений
уравнения B) для некоторых значений параметра т.

+ Ьв*-™»-^, а > 0.
Вх

Частный случай уравнения 3.4.3.10 при f(w) = bwn.
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3.1.4. Уравнения вида %?- = /(»)|? + g(x,t,w, %L
1. =- = aw —.

at2 dx2

Частный случай уравнения 3.1.4.7 при т = 1.

1°. Точные решения:

w = C\xt + C2X + Сз

где Ci, Сг, Сз, С4, Cs — произвольные постоянные.

2е. Точное решение:

w = U{z) + ^iLz, ^ = -^t2 + C2t - x,

где Ci, C"-2 — произвольные постоянные, а функция f/ = U(z) описывается обыкновенным

дифференциальным уравнением

3°. Точное решение:

dt
= (я2 + Cix + Ci)f(t) + (Сзх + d)f{t) j ¦

p(t)
'

где Ci, C2, Сз, Сл — произвольные постоянные, а функция / = f(t) описывается автономным

обыкновенным дифференциальным уравнением f't't = 2а/2.

2 -

д
9 (w 9w

2-
8t*

~

вх \ ах

Частный случай уравнения 3.1.4.8 при гп = 1.

1°. Точные решения:

, . 1 / х + А \ 2

w{x't) = ^i7T^) '

w(x,t) = ±[A(x + aXt) + В]1/2 +а\2,

w(x,t) = \aA2t2 + Bt + Ах + С,

w(x,t) = -±aA-2(At + BL+Ct + D + x{At + В),

где А, В, С, D, Л — произвольные постоянные.

® Литература: S. Tomotika, К. Tamada A950).

2°. Точное решение квадратичное по переменной х:

где функции / = /(?), д = g(t), h = h(t) описываются системой обыкновенных дифференци-
дифференциальных уравнений

/« = 6а/2,
g't't = ба/g,

h"t = 2afh + ag2.
Частное решение этой системы (Ci, Сг,Съ, С\ — произвольные постоянные):

8 это решение можно добавить еще одну произвольную постоянную путем сдвига по t.

9 А. Д. Полянин, В. Ф. Зайцев
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d2w
_

д г i dw \
'

dt2
~

a~dx\~w~dx~)'
Частный случай уравнения 3.1.4.8 при т = — 1.

1°. Точные решения в виде произведения функций разных аргументов:

w(x, t) = (at2 + At + B)(x + С) ,
w(x, t) - (-aA2t2 + Bt + C) ch~2(Ax + D),

w(x, t) = (aA2t2 + Bt + C) sb.~2(Ax + D),

w(x,t) = (aA2t2 + Bt + C) cos'2 (Ax + D),

где A, B,C,D — произвольные постоянные.

2е. Решение типа бегущей волны в неявном виде:

\2w - ак2 In И + Ci(kx + Ai) + С2,

где С\, Са, к, А— произвольные постоянные.

. daw 9/1 dw \

Частный случай уравнения 3.1.4.8 при т = —1/2. Замена w = и2 приводит к уравнению вида

3.1.4.2:
д2и

дх2
~

~a~dt\U~dt)'
п 8

Частный случай уравнения 3.4.4.2 при /(ж) = Ъхп.

, 82W 4 92W
, , Ли 8

Частный случай уравнения 3.4.4.2 при f(x) — ЬеХх.

= aw

1°. Пусть w(x,t)—решение рассматриваемого уравнения. Тогда функция

где Ci, Сг, Сз, С\ — произвольные постоянные, также будет решением этого уравнения.

2°. Точное решение (А, С\, Сг — произвольные постоянные):

— А2( + 2)Тй
(,) ( ) ( ) ,

к = \—-± ^- . A)

3°. Выражение A) является частным случаем более широкого семейства точных решений в

виде произведения функций разных аргументов:

w = f(x)g(t),

где функции / = f(x) и g
= <?(?) определяются путем решения уравнений

g't't - a\gm+1 = 0, B)

f'L ~ A/1" = 0. C)

Общие решения уравнений B)-C) можно записать в неявной форме

/с
где С\,Сч,Сз, Са

—

произвольные постоянные.
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Отсюда, в частности, при С\ = 0 для функции g(t) имеем

2(m + 2)

4°. Существуют также решения следующего вида:

w(x,t) = (t + Ay^^Fiz), z = (x + B)(t + A)k-
w(x,t) = e-2StU(y), y = (x+A)eXmt;
w{x, t) = (At + B)-2/mV(Z), ? = x + к \n{At + B)+C,

где А, В, С, к, А—произвольные постоянные.

d2w 2 9 ( m вы
8 = a Г
Это уравнение встречается в задачах волновой и газовой динамики. Частный случай уравнения

3.4.4.4 при f(w) = a2wm.

1°. Пусть w(x,t) —решение рассматриваемого уравнения. Тогда функция

ил = (C2/CiJ/mw(Cix + C3,C2t + Сл),

где Ci, Сг, Сз, Ci — произвольные постоянные, также будет решением этого уравнения.

2°. Вырожденное решение:

w = (At + В)(Сх + D)~^H ,

где А, В, С, D — произвольные постоянные.

3°. Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

w = f(x)g(t),

где зависимости функций / = f(x) и д
= g(t) задаются неявно

dg = Ca± t, B)

Ci,Ci,Cz,Cn, A — произвольные постоянные.

Функции / = f(x) и д = g(t), заданные формулами A) и B), можно записать в явном виде

соответственно при С\ = 0 и Сз = 0. Частному случаю Ci = Сз = 0 соответствует решение

где 6, с, s— произвольные постоянные.

4°. Решение типа бегущей волны:

w = w(z), z = х ± Xt,

где зависимость w = w(z) задается неявно с помощью формулы (А, В — произвольные

постоянные)

А2™ —wm+1 =Az + B. D)
m + 1

При т =
—у, 1, 2,3 из формулы D) можно получить явный вид зависимости ги = w(z).

5°. Автомодельное решение:

где функция ш(?) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением первого порядка

(С — произвольная постоянная):

(?-а2и>т)и>'е = С. E)
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Частному случаю С = 0 отвечает решение w = (?/aJ/m, см. формулу C). При С ф О

принимая в E) w за независимую переменную, для функции ? = t;(w) получим уравнение
Риккати

C?'w_=S2-a2wrn. F)

Общее решение уравнения F) выражается через функции Бесселя, см. книги Э. Камке A976) и

В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина B001 а).

® Литература: W. F. Ames, R. J. Lohner, Е. Adams A981), В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин A996).

6°. Существует также более сложное автомодельное решение

•"
—

v"
'
r i

*
\">>

"
—

/.

где a, ft, к — произвольные постоянные, а функция F = F(z) определяется путем решения

обобщенно-однородного обыкновенного дифференциального уравнения

2кBк - 1)F + (тк + \)(тк -Ак + 2)zFz + (тк + lJz2Fzz = a2{FmF'z)'z,

которое допускает понижение порядка.

0 Литература: W. F. Ames, R. J. Lohner, E. Adams A981).

7°. Точное решение (ц— произвольная постоянная):

где функция <р = <р(у) определяются путем решения обобщенно-однородного обыкновенного

дифференциального уравнения

4ц2<р + ц2т(т — 4)у<р'у + (fimJy2(p'yy = а2 (<рт <ру)у,

которое допускает понижение порядка.

8°. Точное решение (А, Ь, с — произвольные постоянные):

w = {±t + А)~2/тф{и), и = х + bln(±t + А) + с,

где функция ф — ф(и) описывается автономным обыкновенным дифференциальным уравне-
уравнением

2(т + 2) b(m + 4) ; ,2 ,п 2, ,т ,i \i ,nx
—

5 V "Фи + О Фии = О (Ф Фи)и- (')
т2 771

Отметим два частных случая, когда полученное уравнение интегрируется в квадратурах.

При т = —2 уравнение G) допускает первый интеграл, который представляет собой уравнение

с разделяющимися переменными. При т = —4 уравнение G) заменой С(ф) — (ф'иJ сводится

к линейному уравнению первого порядка.

В общем случае уравнение G) заменой Н(ф) = ф'и сводится к уравнению первого порядка.

9°. При тф —\ преобразование

т = х, С = t, V = w

приводит исходное уравнение к уравнению аналогичного вида

д2У
_ -г±_(у Щт W_\

дт2
~а

ас V д<;~)-
При m = — 1 преобразование

-—

г { — + V
—

приводит исходное уравнение к уравнению вида 3.2.3.2:

Э2У
_ _2_9 (_V

дт2
~п

д
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3.1.5. Другие уравнения

_
n m 92W

- аХ w

"eSa"' a>0-

Г. Точное решение (А, С— произвольные постоянные):

w(x,t) = kx^r(At + C)~^, ь-Г 2A3(m + 2) 1 j" ...

UB-n)B-n-m)J
• ^

Выражение A) является частным случаем более широкого семейства точных решений в
виде произведения функций разных аргументов:

w = f(x)g(t),

где функции / = f(x) и д
= g(t) определяются путем решения уравнений

д'и - A3m+1 = о, B)

/^-(Л/а)х-"/1-т=0. C)

Общее решение уравнения B) записывается в неявной форме

где С\, Съ — произвольные постоянные.

Отсюда, в частности, при С\ = 0 для функции g(t) имеем

2(т + 2)
'

В книгах В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина A993, 2001 а) приведено более 20 точных решений
уравнения Эмдена — Фаулера C) для некоторых значений параметра т.

2°. Существует также автомодельное решение вида

(n-2)fc-2

w = t rn F{y), y = xtk,

где к — произвольная постоянная.

3°. Преобразование

u(z,t) = —w(x,t), z=~

приводит к уравнению аналогичного вида

д2и ¦ я2-
4— п—m m

= az и
-

В частном случае п = 4 — т уравнение D) сильно упрощается:

д2и т д2и
— аи —г-

at'

и допускает, например, решение типа бегущей волны и = u{kz + fit).

Частный случай уравнения 3.4.5.1 при f(x) = аеХх.

а>а

Частный случай уравнения 3.4.5.2 при f(x) = ахп.
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1°. Точное решение (А, С — произвольные постоянные):

w[x, t) == kx rn (At -\- С) пг
у к == \L аB — п)(т —

Выражение A) является частным случаем более широкого семейства точных решений в

виде произведения функций разных аргументов:

w = f(x)g(t),

где функции / = f(x) и д
= g(t) определяются путем решения уравнений

д'и - АЭт+1 = о, B)

a[xnfm+1fx]'x-\f = 0. C)

Общее решение уравнения B) записывается в неявной форме

Сг + -^-Г+2) df = C2±t,
т + 2 I

где С\,Съ — произвольные постоянные.

Отсюда, в частности, при С\ = 0 для функции f(t) имеем

2(m + 2)

При п ф 1, т ф — 1 преобразование
l-n m+1

Z — X , (f
= U

приводит C) к уравнению Эмдена— Фаулера

В книгах В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина A993, 2001а) указано более 20 точных решений

уравнения D) для некоторых значений параметра т.

2°. Существует также автомодельное решение вида

(п-2)к-2

w = (? + 6) т F{y)i У — xt ,

где Ъ,к — произвольные постоянные.

3°. Пусть т ф —1, 2т — In — пт + 3^0. Преобразование
1 — п 2т—2п—птп+3

w(x, t) = X m+1 u(?,t), t; — X m+1

E)

приводит к уравнению аналогичного вида

д2и д I 3m-3"-~2nm+4

. / 2m - In - пт + 3 \ 2

где А = а I — 1 .

\ 771+1 /

В частном случае п = уравнение E) сильно упрощается и совпадает (с точностью

до переобозначений) с уравнением 3.1.4.8:

94
-А

д (итди).

Частный случай уравнения 3.4.5.4 при f(u) ~ ки~2т.
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1°. Преобразование

dx
w(x,t) = u(z,t)\/ax2 +bx + с, z =

ax2 + bx + с

приводит к уравнению вида 3.4.4.5:

а2Ц
_

, 4-2пг 92U .

i_, 2\ 5-2m

которое имеет точное решение в типа бегущей волны и = u(z + Xt) и решение в виде

произведения функций разных аргументов и = f(t)g(z).

2°. Исходное уравнение преобразованием
1 с л^.

A)

приводится к дивергентному виду

B)

где функция F(?) задается параметрически следующими формулами:

dx

(ах2 + Ьх + с)т'
w

Отметим некоторые частные случаи уравнения B), когда функцию F = F(?) в C) можно

записать в явном виде:

82v
,
а ' ™=2'

at2 a? V v2 d

—— = к— ——

,
m = -4-, a = -1, b = 0, с = 1.

at2 a{ v cos^ a?/'
2'

3.2. Уравнения с экспоненциальными нелинеиностями

3.2.1. Уравнения вида —^- = a~g~^- + fix,t,w)

Частный случай уравнения 3.4.1.1 при f(w) = be w.

1°. Точные решения:

2(В2-а2А2)

2-а2Л2)

1
,

Г 2(а2Л2-В2)

1 Г 2(В2-а2Л2)

- !-In
Л \ оА / А

где А, В, С— произвольные постоянные.

+ АJ - а2(* + ВJ + С
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2°. Преобразование независимых переменных

z = х — at, у = х + at

приводит к уравнению Лиувилля 3.5.1.2:

—~ = --±-а~2Ь exp(Aw).
dzdy 4

Поэтому общее решение исходного уравнения описывается формулами

w(x,t)
-

—[f(z)+g(y)} - — In к / exp[f(z)]dz- -^-^-
/ exp[g(y)]dy

z = х — at, y = x + at,

где / = f(z), g — g(y) — произвольные функции,.А:
—

произвольная постоянная.

Замена

w(x,y)-u(x,y)+k, k=—-In —
2.А а

приводит к уравнению вида 3.3.1.1:

92W

1°. Точное решение с функциональным разделением переменных указано в разд. А.З (при-
(пример 12).

2°. Преобразование

/a/

приводит к уравнению вида 3.5.1.3:

d2U и -2U
= е — е

3°. Данное уравнение интегрируется методом обратной задачи рассеяния.

® Литература: А. В. Михайлов A979), А. Р. Fordy, J. A. Gibbons A980), Ф. Калоджеро, А. Дегасперис

A985).

92ги 82w at \w

Частный случай уравнения 3.4.1.7 при f(w) = aeXw. Поэтому исходное уравнение может быть

преобразовано к уравнению 3.2.1.1.

Точные решения (Ci, C2, о — произвольные постоянные):

w(x,t) = -^-t- ^-1п[Сг +Cix±
А А

—<rt , si ст.с

Частный случай уравнения 3.4.1.6 при f(w) = aeXw. Поэтому исходное уравнение может быть

преобразовано к уравнению 3.2.1.1.

Точные решения (Ci, C2, а — произвольные постоянные):

j-x - у ln^Ci + C2t ±

+C2e
ert
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Частный случай уравнения 3.4.1.8 при f(w) = ceXw.

Точные решения (С — произвольная постоянная):

® Литература: А. Д. Полянин, А. В. Вязьмин, А. И. Журов, Д. А. Казенин A998).

+**-+<-+7».»-.
Точные решения (С — произвольная постоянная):

1°. Точные решения при k2j — /32А ф О (С — произвольная постоянная):

s+tj +

2°. Точные решения при А:27 — /32Л = О (С — произвольная постоянная):

® Литература: А. Д. Полянин, А. В. Вязьмин, А. И. Журов, Д. А. Казенин A998).

Точные решения (С — произвольная постоянная):

"•
5*5

=

1°. Точные решения при k2f + /32Л ^ О (С — произвольная постоянная):

с А *
1 Гг- Л fc27 + i32A, , fc27-i32A \ Qj3A kx 7

2°. Точные решения при fc27 + /32А = О (С — произвольная постоянная):

w(x,t) = -

® Литература: А. Д. Полянин, А. В. Вязьмин, А. И. Журов, Д. А. Казенин A998).

12 ^12- ^ =

да
Точные решения (С — произвольная постоянная):

w(x,t) = -j

92W 92W - kt Х-ш . / 2fet

= + ^ e + (ae

Точные решения (С — произвольная постоянная):

4fc2a-i92A,ч
1 , IV. Л 4fc2a-i92A ^2АЛ , уЗ-уА -и a fct1

,t) = —-In Cexpli —~-—x- -77—П + e - —e
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14 I +

Точные решения (С — произвольная постоянная):

w(x,t) = -l
/ /3

® Литература: А. Д. Полянин, А. В. Вязьмин, А. И. Журов, Д. А. Казенин A998).

3.2.2. Уравнения вида -^ = /И~ + g(x,t,w, -

Частный случай уравнения 3.4.2.3 при f(w) = beSw.
Решение типа бегущей волны:

_
_

1 Г ехр(Ar + Ap,t + В) - 6 1

где ц,А,В— произвольные постоянные.

г--Ш =

-д^\аХ -9х-)+Се ' а>°-

Частный случай уравнения 3.2.2.5 при b — an.

at3 xh эх V дх J
'

При Л = 1 и /г = 2 уравнение описывает нелинейные волны с осевой и центральной симметрией.

Частный случай уравнения 3.2.2.5 при п = 0, 6 = afe.

Уравнение распространения нелинейных волн в неоднородной среде. Замена z~x+C приводит
к частному случаю уравнения 3.2.2.5 при 6 = 0:

at*

1°. Существуют решения, зависящие только от одной переменной: w = w(x) и w = w(t).
2°. Точное решение при пф2:

Здесь С— произвольная постоянная, а функция w — w(?) описывается обыкновенным диффе-
дифференциальным уравнением

где

аD - Зп) + 26 D _ с

2аB-п)
'

аB-пJ'
При А ф 1 точное решение уравнения A) дается формулой

1 , ( 1 - А
wit) —

— I

При А = 1, что соответствует 6 = \ап, точные решения уравнения A) имеют вид

1 . Г 2aB-nJ ]

2ap2B-nJ

p2B-nJ
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где р, q
—

произвольные постоянные.
1

При А ф 1 замена ? = kz l~A (k = ±1) приводит A) к обобщенному уравнению Эмдена—
Фаулера

В частном случае А = у, что соответствует 6 = о(п — 1), решения уравнения B) имеют вид

2

-пJ

-Qp2B-nJ I

2fccAcos2(pz + g) J'

где p, q
—

произвольные постоянные.

3°. Точное решение при п = 2:

w = w(y), у = At + Bln\x\+C,

где А, В, С — произвольные постоянные, а функция w = w(y) описывается автономным

обыкновенным дифференциальным уравнением

(аВ2 - A2)w'yV + F - a)Bw'y + ceXw = 0. C)

Решения уравнения C) при А =

Решения уравнения C) при Ь = а:

2(А2 - аВ2)
U

2р2(Л2-аВ2)

где р, q
—

произвольные постоянные.

Частный случай уравнения 3.4.3.6 при f(w) = beXw.

*ш*ц\+се^ a>0.
ax J '

at2 ax V ax

Частный случай уравнения 3.2.2.9 при Ь = aA.

Уравнение распространения нелинейных волн в неоднородной среде. Частный случай уравне-
уравнения 3.2.2.9 при 6 = 0.

Iе. Существуют решения, зависящие только от одной переменной: w — w(x) и w = w(t).
2°. Точное решение (С — произвольная постоянная):

w = w(z), z= [4ke~Sx-ak\2(t + CJ]1/2, к = ±1,
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где функция w = w(z) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

// 2(аА - 6) 1 , с
иш

а\ z к\2

Точное решение уравнения A) имеет вид

, . 1 . Г 2А;А(аА - 26) 1

(z) = — In i
г

'-
.

fj. L cftz2 J

Укажем некоторые другие точные решения уравнения A):

-2ак\2
при 6 =

, . 1 Г 2аА2к\2 ]
(z) = —In ^- при b = а\,

, . 1
,

Г -2аА2к\2 Л .

(z) = —In s-— при о = a\,
It lcitsh2(Az + В) J

, If -2aA2k\2 1

(z) = —In —

при 6 = oA,v '
11 L cit cos2 (Az + B) 1

8ABak\2

где А, В— произвольные постоянные.

10. -^-f- =оеА"-^-=- +be*°"tliw^-, о > 0.

Частный случай уравнения 3.4.3.10 при f{w) = be^w.

Bt2
~

вх2 дх

Частный случай уравнения 3.4.3.11 при f(w) = beliW, g(w) = ce0w'.

3.2.3. Другие уравнения

""¦, о > 0.

1°. Точные решения:

w(z, t) = Axt + Вх + Ct + D,

1, [С2 sh2(Ar + j3)] . . 1 Г С2

1п[ ] w(a:f) = lnL

где А, В, С, Z), C — произвольные постоянные.

0 Литература: В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин A996, стр. 458).

2°. Автомодельное решение:

w = w(z), z=

где функция w(z) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

(аеАш - z2)wzz - zw'z = 0,

которое допускает понижение порядка с помощью замены U(z) = w'z.
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3°. Точное решение:

где Сь Сг, к — произвольные постоянные, а функция / = /(?) описывается обыкновенным

дифференциальным уравнением

Т 2 >2 г/1 .
7,/Т | 1 \ ,- W 2(К 1) Л/ г//

/с (, j^ -\- к\к -\- 1)С,/<;
—

— ае j??.

2. —— = (oeXu>—— ), о > О
dt2 дх \ дх У'

Частный случай уравнения 3.4.4.4 при f(w) = aeXw.

1°. Точные решения в виде суммы функций разных аргументов:

w(x, t) = — In \Ах + В\ - 4 In | ± Ал/at + С\, A)
Л А

w(x, t) = 4" Ь(аА2ж2 + Вж + С) - 4 Ь(аЛ* + ?>), B)
А А

[^ J C)

D)

, t) = I ln(Ax2 + B, + C) + 1 In [ ^ c-?t + q)], E)

где A, B, C, D, p, q
—

произвольные постоянные. Формулы A)
—E) исчерпывают все решения,

которые являются суммой функций разных переменных.
® Литература: В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин A996, стр. 458).

2°. Решение типа бегущей волны:

w = w(z), z = х ± id,

где зависимость w = w(z) задается неявно с помощью формулы (А, В — произвольные

постоянные)

Лр2ш - аеЛш = Az + В.

3°. Автомодельное решение:
. . х + А

» ««) *

Здесь А, В — произвольные постоянные, а функция и = и(^) описывается обыкновенным

дифференциальным уравнением
/v2 / \/ / Ли / \/

которое допускает первый интеграл

(?2-аеЛ>'с=С. F)

Частному случаю С = 0 отвечает решение вида A). При С / 0 принимая в F) и за

независимую переменную, для функции ? = f(u) получим уравнение Риккати

С?и =? - ае ,

которое рассмотрено в книге В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина B001 а).

® Литература: W. F. Ames, R. J. Lohner, E. Adams A981).

4°. Точное решение:

где Ci, C2, А: — произвольные постоянные, а функция / = /(?) описывается обыкновенным

дифференциальным уравнением

*2С2/с< + *(* + DC/c - ^^ = «(е

® Литература: W. F. Ames, R. J. Lohner, E. Adams A981).



142 Уравнения гиперболического типа о одной пространственной переменной

а>0.

Замена (Ни — Ах + fit + /3w приводит к уравнению вида 3.2.3.1:

д2и
_

0и д2и
~ ав

д2'at2

3.3. Другие уравнения, содержащие произвольные
параметры

3.3.1. Уравнения с гиперболическими нелинеиностями

a2™ a2™
1

Уравнение sh-Гордон. Встречается в некоторых областях физики. Частный случай уравнения

3.4.1.1 при/(ш) = 6sh(Aw).
1°. Решения типа бегущей волны:

,
..

. 2 Г ЬХ(кх + цг + в0) I

(x, t) = ±— In tg — . =М-
,

fx.t) = ±— Arth ехр —, —^

где к, /х, бо — произвольные постоянные. В обеих формулах считается, что Ь\(ц2 — ак2) > 0.

2°. Точное решение:

w(x,t) = i-Arth[/(t)S(i)], Arth«= ilnli^,
где функции / = /(?) и g

= g(x) описываются автономными обыкновенными дифференциаль-
дифференциальными уравнениями первого порядка

где А, В, С— произвольные постоянные.

3°. О других точных решениях этого уравнения см. уравнение 3.4.1.1 при f(w) = bsh(\w),
п. 2°.

0 Литература: В. К. Андреев, О. В. Капцов, В. В. Пухначев, А. А. Родионов A994).

82W at , fe/x ч
=

"ер-+ be sh (Aw)-2-
 *5-

Частный случай уравнения 3.4.1.7 при f(w) = bshk(\w). Поэтому при к = 1 это уравнение

сводится к более простому уравнению 3.3.1.1.

be sh {Xw)-

Частный случай уравнения 3.4.1.6 при f(w) = bshk(\w). Поэтому при к — 1 это уравнение

сводится к более простому уравнению 3.3.1.1.

. d2w а а / п dw\
'

Bt2
~

хп вх \ дх )
Частный случай уравнения 3.4.2.1 при f(w) = ksh(\w), n — Ъ/а.

82w
_

а Г .. . вги I

Частный случай уравнения 3.4.4.16 при f(w) = асЬ(Аш).

Q2w д Г , ,. , &w ]

Частный случай уравнения 3.4.4.16 при f(w) = ash(Aw).
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3.3.2. Уравнения с логарифмическими нелинеиностями

,
e2w ew

, , , , ,

1. —— — а — + bw In го + kw.
ot* ox*

Частный случай уравнения 3.4.1.1 при f(w) = bwlnw + kw.

Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

w(x,t) = ip(t)ip(x),
где функции <p(t), ip{x) описываются автономными обыкновенными дифференциальными

уравнениями

аф'хх + Ьф In ф = О,

общие решения которых можно представить в неявном виде.

2. ^ = а^- + bw In w + (cxh + atn)w.
ot* ox*

Частный случай уравнения 3.4.1.10 при f(x) = схк, g(t) — stn.

,
a2w a2w

, , fc

3 a + bw

Частный случай уравнения 3.4.1.1 при f(w) = bwk lnw. Для к = 1 см. также уравнение 3.4.1.9

при f(t) = 0.

Частный случай уравнения 3.4.1.2 при f(w) = a\nk(\w).
- O2W
5

Преобразование

Z{x,t) = |/3exp(i/3t)sh(i/3x), T(x,t) = ±/3exp{±/3t)
приводит к более простому уравнению вида 3.3.2.1:

d2w

, 82W 82W
, , fla, ,

6-
-ew

= -&?-+ be wlnw-

Преобразование

?(x,t) = ±exp(-i-/3z)ch(-i-/3t), r(x,t) = |exp(i/
приводит к более простому уравнению вида 3.3.2.1:

d2w d2w

at2 хп дх\ вх )
^

Частный случай уравнения 3.4.2.1 при f(w) = cwk In w, b = an.

Частный случай уравнения 3.4.3.2 при /3 = 0, f(w) = blnk(\w).

9.
at2 вх2

у '
вх

Частный случай уравнения 3.4.3.5 при f(w) — 61n'°(Aw).

— = о In (Аго) .

dt2 вх I v '
дх \

10. ()dt2 вх I v '
дх \

Частный случай уравнения 3.4.4.4 при f(w) = alnk(\w).
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3.3.3. Уравнения с тригонометрическими нелинейностями

,
82w d2w

Уравнение синус-Гордона. Встречается в дифференциальной геометрии и различных областях

физики (сверхпроводимость, дислокация в кристаллах, волны в ферромагнитных материалах,

лазерные импульсы в двухфазной среде и др.).
Iе. Пусть w = <p(x,t) — решение уравнения синус-Гордона. Тогда функции

wi = 2j±-±<p(Ci±x,C3±t), n = 0,±l,±2,...

W2 = ±<p(xckicr + t\fa sha, х—— + ?chcr),
\ у/а /

где Ci, C2, а— произвольные постоянные, также являются точными решениями этого уравне-

уравнения. В первой формуле знаки функции и аргументов выбираются независимо в любой комби-

комбинации.

2°. Решения типа бегущей волны:

A

w{x,t) = - + aictglexp\± /TXrT,i ,? \>
где к, ft, во — произвольные постоянные. Первое решение отвечает односолитонному решению.

3°. Решения, указанные выше в п. 2°, являются частными случаями более общего решения вида

w(x,t) = 4axctg[f(x)g(t)], (I)

где функции / = f(x) и g
= g(t) описываются автономными обыкновенными дифференциаль-

дифференциальными уравнениями первого порядка с разделяющимися переменными

(9tJ = -«C54 + (аВ + ЪХ)д2 - аА,
где А, В, С — произвольные постоянные. Отметим некоторые точные решения, являющиеся

следствием A)
— B).

3.1. При А = О, В = к2 > О, С > 0 имеем

7Г 4 Г Г, bXlkx + at + вг,) 11 , .
, 2 ,2% п

+ aictgl\± K/TXrT,i ,?' \> при Ъ\(ц-ак2)<0,

«,(»,t)
A

где fc, Ai, .Bi — произвольные постоянные. Формула C) отвечает двухсолитонному решению

Перринга
— Скирма.

3.2. При А = О, В = -к2 < О, С > 0 имеем

4 Г (j,sm(kx + А-,) 1 2 i\ / 2 г.
= — arctg — - '—^—

, /t = 6A — а/г > О, D)

где fc, A\, By —произвольные постоянные.

3.3. При А = к2 > 0, В = k2f2 > 0, С = 0 имеем

W(x,t) = -i arctg [I ^t^+XttZ]' M2=«feV + 6A>0, E)

где к, А\,В\, 7— произвольные постоянные.

4°. N-солитонное решение описывается формулами (а = 1, 6 = — 1, А = 1):

W(x,t) = arccos[l-2(^-^)(lnF)]J
J

о, + а, V 2 )'

где Hi, Ci —произвольные постоянные.
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5°. О других точных решениях этого уравнения см. уравнение 3.4.1.1 при f(w) = bsin(Aw),
п. 3°.

6°. Уравнение синус-Гордона интегрируется методом обратной задачи рассеяния, см. книгу

В. Е. Захарова, С. В. Манакова, С. П. Новикова, Л. П. Питаевского A980, стр. 98-111).
Е. Д. Белоколос A995) получил общую формулу для решения уравнения синус-Гордона с

произвольными начальными и граничными условиями.

7°. Преобразование
z = х — at, у = х + at

приводит к уравнению вида 3.5.1.5: dzyw = — \а~2 sinw.

0 Литература: М. J. Ablowitz, D. J. Каир, А. С. Newell, H. Segur A973), В. Е. Захаров, Л. А. Тахтаджян,
Л. Д. Фаддеев A974), Дж. Уизем A977), И. М. Кричевер A980), В. Е. Захаров, С. В. Манаков, С. П. Новиков,

Л. П. Питаевский A980), М. J. Ablowitz, H. Segur A981), Р. Буллаф, Ф. Кодри A983), J. Weiss A984),
М. J. Ablowitz, P. A. Clarkson A991).

&2W d2W
, ж.

• /х \ . •
/ 1 \ \

2.
-^-

=

o-^j- + bsin(Xw) + csin(TAiu).

Двойное уравнение синус-Гордона. Оно встречается в нелинейной оптике (распространение
ультракоротких импульсов в резонансной пятикратно вырожденной среде) и физике низких

температур (распространение спиновых волн в анизотропных спиновых жидкостях).

1°. Решения типа бегущей волны:

w(x,t) = — arctg th v S==—^- при с < 46
,K ' J

А ь[ 26с 4/бА(аР^гД5Т J
, . 4 Г Vc2 - 462 А ч/с2 -4b2(kx + fit + e0) 1 2 л,2

w(x,t) = -- arctg — tg / 2Т При с >46'

Здесь &, р, бо — произвольные постоянные. В обеих формулах считается, что ЬХ(ак2 — ft2) > 0.

2°. Точное решение:

w{x,t) = А+ — arctg (Biee+Ci) + -^ arctg(B2ee + C2), 6 = fit ± кх + во,
А А

где параметры А, В\, B2,Ci,C2, )i,k алгебраическими соотношениями связаны с параметрами

исходного уравнения а, Ь, с, Л; во —произвольная постоянная.

Выделим интересные частные случаи, встречающиеся в приложениях.

2.1. При а = 1, 6 = -1, с = --§-, А = 1:

2.2. При а = 1, 6 = -1, с = --А-, А = 1:

w(x,0 = 27r + 4arctg(ee"A) - 4arctg(ee+A); Д =

2.3. При а = 1, 6 = 1, с =
-j,

A = 1:

w(x,t) = <5-27r + 4arctg(-^efl + —J=-V <5 —любое, А; - р + jjfi'1.

2.4. При а = 1, 6 = 1, с = \, А = 1:

w{x,t) = 27r-5 + 4arctg(-^=ee ^=); 5 —любое, /с = р+ Ц/х .
v V15 V15 /

0 Литература: Р. Буллаф, Ф. Кодри A983), Ф. Калоджеро, А. Дегасперис A985).

d2w d2w
3

Замена w = и Н приводит к уравнению вида 3.3.3.1:
2А

д2и д2и

10 А. Д. Полянин, В. Ф. Зайцев
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B2W d2W
, , at

-W-
= -+be

Частный случай уравнения 3.4.1.7 при f(w) — &smfc(Aw). Поэтому при к = 1 это уравнение

сводится к более простому уравнению 3.3.3.1.

_ &2W 82W
. . flaj . fe,> \

Частный случай уравнения 3.4.1.6 при f(w) — 6smfc(Aw). Поэтому при к = 1 это уравнение

сводится к более простому уравнению 3.3.3.1.

, d2w 82w
. . at fe/x \

6 + Ъе C°S (AW)-

Частный случай уравнения 3.4.1.7 при }{w) = bcosk(\w). Поэтому при к = 1 это уравнение

сводится к более простому уравнению 3.3.3.3.

_ 82W 82W
, , Да, fe

7>
"аР"

=

~д*- +
Ъе cos

Частный случай уравнения 3.4.1.6 при /(») = bcosk{\w). Поэтому при к = 1 это уравнение

сводится к более простому уравнению 3.3.3.3.

„
в2гв а 8 ( n6w\ .

8. —-— =
-— х —— + ksin(Xw).

dt2 хп Вх \ дх )
v '

Частный случай уравнения 3.4.3.4 при f(w) = ksm(\w), Ъ = an.

Частный случай уравнения 3.4.4.4 при f(w) = acosn(\w).

Частный случай уравнения 3.4.4.4 при f(w) = asinn(Aw).

3.3.4. Уравнения вида -—*?- + а—^- — —

at2 'at дх V ax

1°. Точное решение в виде суммы функций разных аргументов:

w(x, t) — — ln(Cix + Сг) + Сге~а + Ci,
А

где С\, d, Сз, С\ — произвольные постоянные.

2°. Точное решение в виде суммы функций разных аргументов:

w(x, t) = — lnfACix2 + Сгж + Сз) + u{t),
А

где С\, С%, Сз — произвольные постоянные, а функция и = u(t) описывается обыкновенным

дифференциальным уравнением

utt + aut = zoOie

3°. Решение типа бегущей волны в неявном виде:

beXw - А2 , u л
¦ aw = х + \t + Сг,

где С\, Сг, А— произвольные постоянные.
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,
e2w ,dw в

1°. Точное решение при п ф —1:

ш(х,i) = (х + C2I/A+n)(Cie-fct + С2) - 6,

где С\, Сг— произвольные постоянные.

2°. Точное решение:

w{x,t) = {x + CJ/nu{t)-b,
где С— произвольная постоянная, а функция и = и(<) описывается обыкновенным дифферен-
дифференциальным уравнением

и . ,
i 2a(n

Это уравнение легко интегрируется при п
= —2ип = — 1; при п = —3/2, —3 его точные решения

приведены в справочнике В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина B001 а).

3°. Решение типа бегущей волны в неявном виде:

/ klu + C dw = X-

Jo /cAu + Oj10

где С\, Сг, А— произвольные постоянные.

4°. Точное решение при п = — 1:

где Ci, Сг, Сз — произвольные постоянные.

5°. Точное решение при п = 1:

ги(ж, t) = /(t)x2 + 5(t)x + h(t) - 6,

где функции f(t), g(t), h(t) описываются системой обыкновенных дифференциальных урав-
уравнений

9tt + kg't = 6аfg,

3. = о 1 го ——-)
at2

^
at дх\ дх)'

Преобразование

t = t + \n\w\, dz = aw~2wxdt + (w + wt)dx, u = l/w (dz — ztdt + zx dx),

где индексы снизу обозначают соответствующие частные производные, приводит к линейному
телеграфному уравнению

д2и ди
_

д2и

~дт^ ~дг ~а~д12'
0 Литература: С. Rogers, Т. Ruggeri A985), С. Rogers, W. F. Ames A989).

3.3.5. Уравнения вида *? + f(w)^- = J

Уравнения этого вида допускают решения типа бегущей волны w = w(kx+ \t) (значению к — 0

соответствует однородное решение, зависящее только от t, а значению Л = 0-—стационарное
решение, зависящее только от х). При g(w) = const такие уравнения встречаются в теории

электрического поля при нелинейных законах Ома, где w — напряженность электрического

поля.

ю*
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, 82w
, „ dw 82w

* + w
at2

'

at ax2
"

1°. Решения типа бегущей волны в неявном виде:

(n + l)dw а(х — at)

I
I

wn+r+Ci
-

!_q2
+С2 "РИ »#-!.

dw a(x — at) ~,
— —_i —L + С-2 при п = —1,

1-а

где Ci, С2, а — произвольные постоянные (а ф 0, ±1).
Частный случай 1. Решение типа бегущей волны при п ф 0,-1:

а(х — at)
' S~

1-а2
'

где С, а — произвольные постоянные (а ф 0, ±1).

Частный случай 2. Решения типа бегущей волны при п = 1:

vj = 2Cl\h(ClZ + C2), a(x-at)

где СХ,С2, о, — произвольные постоянные, а Ф 0,±1.

2°. Автомодельное решение:

где функция ^i = ip(?) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

п + 1

о
п

—v

0 Литература; Ю. П. Емец, В. Б. Таранов A972), N. Н. lbragimov A995).

3°. Точное решение при п — 1:

Здесь функция ip — <p{x) описывается автономным обыкновенным дифференциальным уравне-
уравнением ip'lx = <р2, которое имеет частное решение <р = 6(ж 4- С) .

„
d2w

, ndw , d2w
2- -i^t- +awn-— =6-

1°. Автомодельное решение:

w(x,t) = u(z)r1/n, z = xt~\

где функция и — u(z) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

и2 (г2 - Ь)и"г + nzBn + 2 - пощп)и'г + иA + п - паи71) = 0.

2°. Переходя к новым независимым переменным т — at, z = a/3~1^2x, приходим к уравнению

вида 3.3.5.1:

п dw
_

d2w

дт2

82w
, „ dw ,

д

п

Автомодельное решение:

w(x,t) = u(z)r1/n, z = xt^k-2^(-2n\

где функция и = u(z) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

[4bnV - {2n-kJz2]u''z +4bkn2uk-1{u'zJ+
+ Bn - к) (к - 4 - An + 2naun)zu'z = 4u(l + n- anun).
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в2ю
, w

dw 02w
е

а*2
'

at

1°. Решения типа бегущей волны:

где Ci, Сг, в— произвольные постоянные (а ф ±1).

2°. Точные решения:

w(x, t) = - Ь

где С, а — произвольные постоянные.

0 Литература: Ю. П. Емец, В. Б. Таранов A972), N. Н. [bragimov A995).

82w \w dw
_

, d2w

~eW
+ ae

~~at
~

1°. Точное решение:

w(x,t) = u(z) Int, z = xt~l,
A

где функция и = u(z) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

A(z2 - b)u"z + AzB - aeXu)uz + 1 - аеХи = 0.

2°. Переходя к новым независимым переменным т — at, z — аC~1^2х, приходим к уравнению

вида 3.3.5.4:

d2w w dw
_

d2w

дт2 ~дт ftp"'

6. J?^L^^ 9fat2
^

at вх\ вх)

Точное решение:

w(x,t) = u{z) - — Int, z =

A

где функция и = u(z) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

[(fj, - 2\fz2 - 4b\2e"u]u'z'z - 46MAVtV2J +
+ (ц- 2Х)(ц - 4Л + 2a\eXu)zuz + 4ЛA - аеХи) = 0.

3.4. Уравнения, содержащие произвольные функции

3.4.1. Уравнения вида -^г = а^гт + f(x,t,w)
at* ox*

d2w
, .. .

° + f{)

Нелинейное уравнение Клейна — Гордона общего вида.

1°. Пусть w = w(x, t) — решение рассматриваемого уравнения. Тогда функции

«л -w(±x + Cu±t + C2),

и>2 = wlxchв — t\/a sh/3, tchB —

х—-=- ),
V у/а I

где С\, Сг, C— произвольные постоянные, также будет решением этого уравнения (знаки в

выбираются независимо друг от друга).
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2°. Решение типа бегущей волны:

w = w(.z), z = ^х + А?,

где функция w(z) описывается автономным обыкновенным дифференциальным уравнением

(А2 — ар2)ад"г = fiw)- Его решения можно представить в неявном виде:

J[
где А, В — произвольные постоянные.

С. В. Нестеров A978) указал несколько случаев, когда решение A) можно записать в явном

виде (а = fi = 1):

f{w) — -b —2-—, w{z) = axcsm sin л sin
cos2 w I \ cos k VA

где к, с— произвольные постоянные. В этих случаях периодическим решениям по z с периодом

2тг отвечают следующие зависимости скорости волны А от амплитуды 6:

A2 =

А2 = l+&2cos~2&.

3°. Точное решение:

где С\, Сг — произвольные постоянные, а функция w — w(t;) описывается обыкновенным

дифференциальным уравнением

& w'e- i/H = 0.

4°. О точных решениях нелинейного уравнения Клейна — Гордона при f(w) = bwm,

f(w) = &ел<", f(w) = bsh(\w), f(w) = bwlnw, f{w) = bsin(Auj) см. соответственно уравне-

уравнения 3.1.1.1, 3.2.1.1, 3.3.1.1, 3.3.2.1, 3.3.3.1. О решениях этого уравнения для некоторых других

зависимостей / = f(w) см. разд. А.3.3-2, пример 12.

1°. Точное решение:
^ = ^@, ^=|(x2-i2),

где функция w = w(?) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

?«& + w't + $/И = 0.

2°. Автомодельное решение:

w = ги(С), С = xt-

Здесь функция ги = *<;(?) описывается автономным обыкновенным дифференциальным уравне-
уравнением

¦шц
= /(«>),

общее решение которого можно представить в неявной форме

/'[Ci +2F{w)]~1/2dw = С2 ±С, F(tu)= Г f{w)dw,

где Ci, Сг — произвольные постоянные.
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3°. Точное решение:

Здесь функция w = w(z) описывается автономным обыкновенным дифференциальным уравне-
уравнением

w'L + f{w) = О,

общее решение которого можно представить в неявной форме

f[Ci-2F(w)]~1/2dw = C2±z, F(w)= Г f(w)dw,

где С\,Сг — произвольные постоянные.

4°. Преобразование

приводит к более простому уравнению вида 3.4.1.1:

Это уравнение для произвольной зависимости / = /(ги) допускает точное решение типа бегущей
волны w = w(kz + At), где А, В— произвольные постоянные.

5°. Преобразование {C
—

произвольная постоянная)

3, т = xshC

приводит к уравнению такого же вида

d2w d2w ,2 2ч ti \

-^
=

^
+ (t -r)f(w).

Поэтому, если удалось построить точное решение w(x,t), то функция

«л = w(x ch j3 + t sh j3, x sh j3 + t ch C)

также будет решением исходного уравнения при любом значении /3.

Частный случай уравнения 3.4.1.16 при f{y) = yn, g(z) = zn.

a2w a2w
, „, , LJ_ ч

4. — = о-

Точное решение:
w = u)(?), t; = х + bt,

где функция w(?) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

&2W
,

1°. Точное решение
w = w(t), т = xt.

Здесь функция w = w(t) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

Wrr = f(T,w).

2°. Преобразование
z = у(ж2+?2), r = xt

приводит к более простому уравнению

д2и> d2w
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1°. Существует решение, зависящее от одной переменной w — w(x).
2°. Преобразование

приводит к более простому уравнению вида 3.4.1.1:

д2ш

дт2 д!;'1

Это уравнение для произвольной зависимости / = / (w) допускает точное решение типа бегущей
волны w — w(k? + At) и решение вида w = w(^2 — т2).

1°. Существует решение, зависящее от одной переменной w = w(t).
2°. Преобразование

?(x,t) = exp(i/3t) sh(|/3x), r(x,t) = exp(|/3i) ch(±/
приводит к более простому уравнению вида 3.4.1.1:

Это уравнение для произвольной зависимости f = f(w) допускает точное решение типа бегущей
волны w = w(kt; + At) и решение вида w = ш(?2 — т2).

1°. Существует решение вида w = w(ax + bt).
2°. При Ъф ±а преобразование

^ = ах + U, т = Ъх + at

приводит к уравнению вида 3.4.1.6:

д2ы
_

d2w
,

1 iu

Т^~~дё а2-Ь2& nW>-

3°. При b = а см. уравнение 3.4.1.13 для f(z) = eaz; при b = —а см. уравнение 3.4.1.14 для

Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

w(x,t) -ф)ф(х),
где функции ip(t), ф(х) описываются обыкновенными дифференциальными уравнениями

аф'хХ + {Ыпф-С)ф = 0,

С— произвольная постоянная.

+ bw Inw + [f(x) + g(t)]w.
Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

w(x,t) = (р(г)ф(х),
где функции ip(t), ф(х) описываются обыкновенными дифференциальными уравнениями

аф'1х + [Ыпф + f(x) - С]ф = 0,
С— произвольная постоянная.
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И- ^г = а-^- + f(t)w lnw+ [bf(t)x + g(t)]w.
Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

где функция ip(t) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

12. -^ = о-^- + f(x)w lnw+ [bf(x)t + g(x)]w.
Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

w(x,t)=e-bt<p(z),
где функция ip(x) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

af'L + f(x)iplnif + [g(x) -b2]tp = 0.

Преобразование (а
—

произвольная постоянная)

±{t-x), r = 1 ?+1 /(A) dA + |(t - x)

приводит к уравнению вида 3.4.1.1:

д2и>
_

d2w

дт2
~

д?2
g{w).

Преобразование (а — произвольная постоянная)

2 2 Л '2

приводит к уравнению вида 3.4.1.1:

d2w d2w , .

дт2 д?2

Преобразование (а, 6 — произвольные постоянные)

, rt+x , ft-x -. ft+x . ft—x
? =

—

/ f{\)a\ / g{a)aa, r=— / j{\)dX-\ / g(a)acr
2 Ja 2 Jb 2 Ja ^ Jb

приводит к уравнению вида 3.2.1.1:

d2w d2w
+ еи .

от* at,*

d2w 92w ,_.,.,

Преобразование (a, 6 — произвольные постоянные)

ft+x , ft-x 1 ft+x . ft-x, ft-x 1 ft-± 9{<r)do, r=-
2 Jb Z Ja.Ib * Ja *¦ Jb

приводит к уравнению вида 3.4.1.1:

d2w d2w , , N

дт2 д?2
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Точные решения (Ci, C2, А— произвольные постоянные):

-JLt-1;

3.4.2. Уравнения вида ^ = а%?- + /(*,*,„, ?
,

82w d2w Ь вы . .,
v

1°. Частный случай уравнения 3.4.3.4 при п = 0, 6 = am. Это уравнение может быть записано

в виде
d2w а д ( т, ди> \ . . Ь

Значениям т =1ит= 2 соответствуют нелинейные волны с осевой и центральной симметрией.

2°. Точное решение:
w = «,(?), ^ = ^аА:(< + СJ-А:ж2,

где функция w(?) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

// ,
a + b i 1 ,/ .

Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

где функции <?>(<), ф{х) описываются обыкновенными дифференциальными уравнениями

cp't't - [Ып <р + h{t) -f C% = О,

в^« + /(z)V4 + [ЫптА + ,д(х) - C]t/> = О,

С— произвольная постоянная.

Решения типа бегущей волны:

w = w(z), z = ±x + \t,

где функция w = w{z) задается неявно с помощью формул {А, В, Л — произвольные

постоянные)

1 + B n)
F(w)+A

Z + B'

Стационарному решению соответствует значение Л = 0.

Точные решения:

w(x,t)
где А — произвольная постоянная, а функции <p(t) и 0(^) описываются обыкновенными

дифференциальными уравнениями

?>'« -<»Р- № = 0, A)

+ св = О. B)
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Решение уравнения A) имеет вид

(p(t) = Cich{kt) + C2sh(kt) + - f{r) sh[k{t - r)]dr при с = к2 > О,
k jo

1 Г*
ip{t) = Cicos(/ct) + C2sin(A:i)+ — / /(r)sin[fc(t - r)] dr при с=-к2<0,

« Уо

где Ci, C2 — произвольные постоянные.

Решение уравнения B) можно найти с помощью замены z@) = @^) , которая приводит

к линейному уравнению первого порядка.

. d2w
5

Точное решение в виде суммы функций разных аргументов:

w(x,t) = V)(x) + i>(t).

Здесь
^>(t) = Cich(/ct) + C2sh(fa) при с = к2 > О,

V>(*) = Ci cos(fci) + С2 sin(fct) при с = -к2 < О,

где С\, Съ — произвольные постоянные, а функция ip(x) описывается обыкновенным диффе-
дифференциальным уравнением

2

Точное решение:

w(x,t) — (p(t) + ip(t) ехр(Лж),

где Л — корни квадратного уравнения 6Л2 + сЛ + к — 0, а функции ip{i) и ip(t) описываются

системой обыкновенных дифференциальных уравнений

V« = *Va+/(*)?>+ S(«). (I)

ф'Ь = [(сЛ + 2*)v> + /(*) + а\2] ф. B)

В частном случае при fit) = const, g(t) = const уравнение A) имеет частные решения вида

<р
= const и ввиду его автономности может быть проинтегрировано в квадратурах. Уравнение

B) линейно относительно функции ф, поэтому при <р = const его общее решение выражается

через экспоненты или синус и косинус.

_ d2w 82w
7 °

Точное решение квадратичное по переменной х:

и)(х^)=<рЦ)х2+ф(г)х + хМ, A)

где функции <p(t), ф(г) и \{t) описываются системой обыкновенных дифференциальных урав-
уравнений второго порядка с переменными коэффициентами (аргументы у функций /, g, h не

указываются)

4>tt = 4/v2 + 5V> B)

^« = D/^ + 3)^, C)

Xtt =9Х + 1Ф2 + Ь + 2ev- D)

Уравнение B) имеет тривиальное частное решение ip(t) = 0, которому соответствует

решение A) линейное по координате х.

Если удается найти решение <р
= ip(t) нелинейного уравнения B), то функции ф = ф(Ь) и

X
= ^-(t) можно найти последовательно путем решения уравнений C) и D), которые линейны

относительно ф и \-
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Отметим, что уравнение C) имеет частное решение ф = <?>(*), где <?>(?) —любое нетриви-

нетривиальное частное решение уравнения B). Поэтому общее решение уравнения C) имеет вид

где Ci, C2—произвольные постоянные. Если функции / и у пропорциональны, то частное

решение уравнения B) определяется формулой (р
— —\g/f (v — const).

i|?"^+ '<•>(?)*+•<¦> + »<•>¦

Точное решение в виде суммы функций разных аргументов:

w(x,t) = -jAt + Bt + С + / (t — T)h(r)dT + ip(x).
Jo

Здесь А, В, С — произвольные постоянные, а функция >р(х) описывается обыкновенным

дифференциальным уравнением

) - А = 0.

Точное решение в виде суммы функций разных аргументов:

w(x,t) = ф)+ф{х).
Здесь функции ip{t) и ф(х) описываются обыкновенными дифференциальными уравнениями

= о,

4?() = 0.

Решение первого уравнения для ip(t) имеет вид

h{T)sh[k(t-T)]dT при 6 = к2
JoJo

h{T)sh[k(t-T)]dT при 6 = к2 > 0,

л ft

ip(t) - С\ cos(kt) + С2 sin(fct) H / /t(r)sin[A;(<-r)] dr при 6 = -к2 < 0,
Jo

где С\,Съ — произвольные постоянные.

1°. Точное решение:

w(x,t) = <р{1) + ф{г)ехр(±х^/^Ь), Ь<0, A)

где функции (p(t) и ф{Ь) описываются системой обыкновенных дифференциальных уравнений
второго порядка с переменными коэффициентами (аргументы у функций f,g,hne указываются)

<Ptt = bf<p2 +g<p + h, B)

V& = Bb/v> +g ~аЪ)ф. C)
Если удается найти решение <р — <p(t) уравнения B), то функцию ф = ф(Ь) можно получить

путем решения уравнения C), линейного относительно ф.
Если функции /, д, h пропорциональны:

g = af, h = Pf {a,/3 = const),
то частные решения уравнения B) имеют вид

ip = ki, <p = k2, D)

где ki, к2 — корни квадратного уравнения Ьк2 + ак + /3 = 0. В этом случае уравнение C)

записывается так

ф'и = [BЬкп+а)/-аЪ]ф, п = 1, 2. E)
В книгах Э. Камке A976), В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина B001 а) приведено много точных

решений линейного уравнения E) для различных зависимостей / = /(*). В частном случае

/ = const общее решение уравнения E) является суммой экспонент (или синуса и косинуса).
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2°. Точные решения более общего вида

w{x,t) = ^(t) + ip(t)[Aexp(xV::b) +Вехр(-ж\/::Ь)], Ь < 0, F)
где функции (fi(t) и ip(t) описываются системой обыкновенных дифференциальных уравнений
второго порядка с переменными коэффициентами

3
, G)

(8)
Из уравнения (8) можно выразить <р через ф, а затем подставить в G). В итоге получается

нелинейное уравнение четвертого порядка для функции ф (при f,g,h = const это уравнение

является автономным и допускает понижение порядка).
Отметим два частных случая решения вида F), которые выражаются через гиперболические

функции:

A=\, B = -\.
3°. Точное решение (с — произвольная постоянная):

w(x,t) = tp(t)+ip(t)cos(xVb + c), 6>0, (9)
где функции (fi(t) и ф{€) описываются системой обыкновенных дифференциальных уравнений
второго порядка с переменными коэффициентами

> (Ю)

( ) A1)
0 Литература: V. A. Galaktionov A995, рассматривался случай f = a,g = const, h = const), В. Ф. Зайцев,
А. Д. Полянин A996).

+ h(t)w + p2(t)x2 + pi {t)x + po{t).
Это уравнение имеет точное решение квадратичное по переменной х:

w{x, t) = <p(t)x2 + фЦ)х + X(t).

Точное решение в виде суммы функций разных аргументов:

Здесь

Ci ch(fct) + C2 sh(fct) + - / sh[Jt(t - r)]hi(r)dr при 6 = к2 > О,
я 7о

1 /•*
Ci cos(A:t) + С2 sin(fct) H / sm|/c(f — r)J/Ji(r)dr при b =—к < О,

Ci+C2t+ f (t-T)hi(r)dT при 6 = 0,

где Ci, C2 — произвольные постоянные, а функция ^(ж) описывается обыкновенным диффе-
дифференциальным уравнением

о-Ч'хх + f(x){<p'x) +5(a;)Vx + bip + h2(x) = 0.

,, d2w

Точное решение в виде суммы функций разных аргументов:

ft
w(x, t)~\At2 + Bt + C+ I it- т)д{т) dr + ч>{х).

Jo

Здесь А, В, С — произвольные постоянные, а функция tp(x) описывается обыкновенным

дифференциальным уравнением
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14.
*«

8f>
~

Точное решение в виде суммы функций разных аргументов:

Здесь функции ip(t) и ф(х) описываются обыкновенными дифференциальными уравнениями

Vtt -bip- g(t) - О,

Решение первого уравнения для ip(t) имеет вид

tp{t) = Ci ch(kt) + Сг sh(JM) + - / д(т) sh[k{t - г)] йт при Ъ - к2 > О,
^ Jo

1 /"'
= С\ cos(kt) + С2 sin(fci) + — / g(T)sm[k{t-T)]d,T при 6 = —А;2 < О,/

o

где Ci, Сг — произвольные постоянные.

15

Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

где Л — произвольная постоянная, а функция <^(i) описывается линейным обыкновенным

дифференциальным уравнением второго порядка

3.4.3. Уравнения вида

h ( + Ь

Замена г = / -

приводит к уравнению вида 3.4.1.1:
7 \/ах2 + 6

2. *«=„(х+ /9)-|? + /(»), а>0.
at- ox'

Уравнение распространения нелинейных волн в неоднородной среде. При п = 0 см. уравнение

3.4.1.1.

1°. Замена у = х + C приводит к частному случаю уравнения 3.4.3.4 при 6 = 0.

2°. Точное решение при п ф 2:

w = w{z), z = [ioB - n)\t + СJ -(х + /3J~п] ^Т)
где С — произвольная постоянная, а функция w(z) определяется из обобщенного уравнения

Эмдена— Фаулера

w"z %r-z ^T~ f(w) = 0. A)
an2

В частном случае п = 1 решение уравнения A) имеет вид

Л
8 1-1/2 г

Ci Н F(w)\ dw — ±2 + С2, F(w) = / f(w)dw,i-г
a

\ )\ 2, \ ) j j\ } ,

где С\,Сг — произвольные постоянные.

В книге В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина B001 а) приведен ряд точных решений уравнения A)

для некоторых зависимостей / = f(w).
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-?[•<¦+»-?]+«->¦ ->°

Сделаем замену z — x + f3, а затем продифференцируем по z выражение в квадратных скобках в

правой части уравнения. В результате приходим к частному случаю уравнения 3.4.3.4 при Ь = on:

1°. Существуют решения, зависящие только от одной переменной: w = w(x) и w =

2°. Точное решение при п ф 2:

Здесь С — произвольная постоянная, а функция w = w(f) описывается обыкновенным диффе-
дифференциальным уравнением

ew« +М - Bf(w) = о, A)

где

aD-3n) + 26
„_

1

2аB - п)
'

оB - пJ
'

1

При Аф\ замена ? = kz 1-А (к = ±1) приводит A) к обобщенному уравнению Эмдена—

Фаулера
hR 2A-1

lA f^ ° B)
_ АJ

у что соответВ частном случае А =

у, что соответствует 6 = а(п — 1), решение уравнения B) имеет вид

[\Ci+8kBF(wj\ dw = ±z + C2, F{w)= f f(w)dw,

где Сi, Ci — произвольные постоянные.

В книгах В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина приведен ряд точных решений уравнения B) для

некоторых зависимостей / = f(w).

3°. Точное решение при п = 2:

w = w(y), у = At + В ln\x\ +С,

где А, В, С — произвольные постоянные, а функция w(y) описывается автономным обыкно-

обыкновенным дифференциальным уравнением

(аВ2 - A2)w';y + (Ь - а)Вги'у + f(w) = 0. C)

Решения уравнения C) при А =

Решения уравнения C) при Ь = а:

А* -аВ* F{W)] ~1/2<iW = ±У + °2' F{U>) = ! f{U>) dW-

При А ф ±Ву/а я b ф а замена u(w) = ——-—гт-ги' приводит C) к уравнению Абеля
В{а

— о)

А2-аВ2 ,. .

точные решения которого для различных функций / = f(w) приведены в книгах В. Ф. Зайцева,

А. Д. Полянина A993, 2001 а).
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1°. Решения, зависящие только от одной переменной:

w{t) = At + B;

A= I 17 > j. я
' F{w)= f }{w)dw,

aw - F(w) + В J

где А, В— произвольные постоянные (второе решение задано неявно).

2°. Точное решение при п ф 2:

w = w{z), z=[kaB-nf(t + CJ-4kx2"n]1/2, к = ±1,

где С
—

произвольная постоянная, а функция w(z) онисывается обыкновенным дифференци-
дифференциальным уравнением

[оA - ") + /И] -w't = 0. A)
Z

«4 + Jv [оA ") + /И]

Замена u(w) = zw'z приводит A) к уравнению первого порядка с разделяющимися

переменными. После интегрирования получим решение в неявном виде:

[ ^ - \ In ы + С2, F(w) = Г
J anw-2F{w)+C1 aB-n)

' ' ' V ' J
где C\, Ci —произвольные постоянные.

3°. Автогиодельное решение при пф1:

w = w(O, ? = xt «-2
,

где функция w = w(?) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

4°. Точное решение при п = 2:

где А, В, С — произвольные постоянные, а функция w(y) описывается автономным обыкно-

обыкновенным дифференциальным уравнением

(оВ2 - A2)W;y + В[/(«;) -а]у/„= 0,

решение которого при А Ф ±Вл/а дается формулой

аВ2 -А2

F(w) - aw + C1

1°. Существуют решения, зависящие только от одной переменной: w = w(x) и w = w(t).
2°. Точное решение при п ф 2:

w=w(z), z=[kaB-nJ(t + CJ-4kx2-n]l/2, к = ±1,

где С — произвольная постоянная, а функция w(z) описывается обыкновенным дифференци-
дифференциальным уравнением

ш" + ^Ьо Hi - «) + /И] у-1- - l*<?lF°W = а

3°. Точное решение при п = 2:

w = w{?), z = At + B\n\x\ + C,
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где А, В, С — произвольные постоянные, а функция w(?) описывается автономным обыкно-

обыкновенным дифференциальным уравнением

(аВ2 - А2)и)'к +B[f(w) - a]w't + g(w) = 0. A)

Решение уравнения A) при А = ±Ву/а:

В общем случае замена u(w) = w'^ приводит A) к уравнению Абеля, точные решения

которого для различных функций / = f(w) и g
= g{w) можно найти в книгах В. Ф. Зайцева,

А. Д. Полянина A993, 2001 а).

Частный случай уравнения 3.4.3.9 при 6 = 0.

Частный случай уравнения 3.4.3.9 при b = аХ.

Уравнение распространения нелинейных волн в неоднородной среде.

1°. Существуют решения, зависящие только от одной переменной: w = w(x) и w = w(t).
2°. Точное решение (С — произвольная постоянная):

w = w(z), z= [4ke~Xx-ak\2{t + CJ]1/2, k = ±1,

где функция w = w(z) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением
„ 2(аХ-Ь) 1 , 1

При b = аХ решение уравнения A) имеет вид

1/2(lw = ±z

=0. A)

где С\, Ci — произвольные постоянные.
2Ь-аЛ

При b ф уаЛ замена ? = z оЛ приводит A) к обобщенному уравнению Эмдена —

Фаулера
4(аА-Ь)

В книге В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина B001 а) приведен ряд точных решений уравнения
B) для некоторых зависимостей / = f(w).

1°. При Л = 0 см. уравнение 3.4.3.3.

2°. Точное решение при Л / 0:

w=w(z), z= [4ke~Xx-akX2(t + CJ]U2, k = ±1,

где С — произвольная постоянная, а функция w(z) описывается обыкновенным дифференци-
дифференциальным уравнением

Замена u(w) = zw'z приводит A) к уравнению первого порядка с разделяющимися переменными.
После интегрирования получим решение в неявном виде:

где С\,Сг — произвольные постоянные.

11 А. Д. Полянин, В. Ф. Зайцев
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3°. Точное решение:
ш = «@, t = t2eXx,

где функция w = w(z) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

(аА2?2 - 4$)го« + [Af/(tu) + аА2? - 2]w^ = 0.

,,
d2W \m d2W Xmr, N 9w , .

1°. Существуют решения, зависящие только от одной переменной: w — w(x) и«) = w{t).
2°. Точное решение при А / 0:

w = w{z), z= [4ke~Xx -ak\2(t + CJ]1/2, к = ±1,

где С — произвольная постоянная, а функция w{z) описывается обыкновенным дифференци-
дифференциальным уравнением

3°. При А = 0 существует точное решение типа бегущей волны w = w(ax + fit).

П- ^S~ = f(x) iSr + 9(?) ~" + aw In ti; + [h(x) + p(t)] w.

Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

w(x,t) = ip(x)ip{t),

где функции (р{х), ip(t) описываются обыкновенными дифференциальными уравнениями (С—

произвольная постоянная)

f(x)<fixx +9(x)ip'x + avlnip + [С + h(x)]tp = 0,

p(t)]rl> = 0.

3.4.4. Уравнения вида -^ = f(w)^-+ g(x,t,w, -g-

^J + g{t)w

Точное решение квадратичное по переменной х:

где функции ip = i/?(t), t/i = t/i(t), x = x(*) описываются системой обыкновенных дифференци-
дифференциальных уравнений

ip'lt = 2[2/(i) + a]y2 + ff(t)y + h2(t),
фи = 2[2/(t) + а]ч>ф + g{t)r/, + hi(t),

Xu = Icupx + fm2 + g(t)x + ho(t).
0 Литература: V. A. Galaktionov A995); рассматривался случай / = const, h1

—

h2 = 0.

„
82w

1°. Пусть и = и(х)—любое нетривиальное (частное) решение линейного обыкновенного

дифференциального уравнения второго порядка

еш'4 + }{х)и = 0. A)

Преобразование
f dx

_

w

упрощает исходное уравнение и приводит его к следующему виду:

d2z
_

4a2z
~aW~az W
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Это уравнение имеет, например, такие решения (А, В, С, D, А— произвольные постоянные):

t) = \~l/\t + СГ^ [J?- + Щ + ВJ]1
Второе решение является частным случаем решения в виде произведения функций разных
аргументов z(f, t) = /(?)<?(?)• Существует также решение типа бегущей волны z — z(a? + /3t)
и автомодельное решение вида

где А; — произвольная постоянная.

2°. Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

где С — произвольная постоянная, а функция g — g(x) определяется из уравнения Ермакова

ag'L + f(x)g - 3AV3 = 0. B)

Если известно частное решение и = и(х) линейного уравнения A), то общее решение

нелинейного уравнения B) имеет вид (см., например, В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин, 2001 а):

где А, В — произвольные постоянные (Л ф 0).

-4/3 9w \ .. . _1/з ~

l*)+f{x)w ' а>а

Iе. Пусть и = и(х) — любое нетривиальное (частное) решение линейного обыкновенного

дифференциального уравнения второго порядка

ат4'»-|/(х)« = 0. A)

Преобразование
f f dx з /n\

(,= -—, z = wu6 B)
У u2

приводит исходное уравнение к более простому уравнению вида 3.1.4.8 при т = —4/3:

0J2 в{

2°. При / = ft = const решение вспомогательного уравнения A), которое входит в преобразо-
преобразование B), описывается формулами:

, n
_

Г С\ ехр(Ах) + Сг ехр(—Ах) при аЪ > О,
и^ '

~

\С\ cos(Az) + Сг sin(Az) при аЪ < О,

где А = -g-b/a.| ; С\, Ci — произвольные постоянные.

При f(x) = bxm или f(x) = Ъе®х решения уравнения A) выражаются через функции
Бесселя.

Это уравнение встречается в задачах волновой и газовой динамики.

1°. Пусть w(x,t) —решение рассматриваемого уравнения. Тогда функция

«;i = w(Cix + C2,Cit + С3),

где Ci, Ci, Сз — произвольные постоянные, также будет решением этого уравнения.

и*
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2°. Преобразование

х = т, t — z, u= f(w) dw

приводит к уравнению аналогичного вида

д2и 8 Г / n dw

¦э^
= -э719{)

где функция g = g{u) задается параметрически

и = j f(w)dw, ) = .

3°. Решение типа бегущей волны:

w — w(z), z = х ± Xt,

где зависимость w = w(z) задается неявно с помощью формулы (А, В — произвольные

постоянные)

X2w - / f(w) dw = Az + В.

0 Литература: W. F. Ames, R. J. Lohner, E. Adams A981).

4°. Автомодельное решение:
. .

f
x + a

где a, b — произвольные постоянные, а функция w(?) описывается обыкновенным дифферен-
дифференциальным уравнением

(Ч' [
которое допускает первый интеграл

[^-/(ш)]ш'{=С. A)

Частному случаю С = 0 отвечает решение

е=/м-
При С ф 0 принимая в A) ги за независимую переменную, для функции ? = ?(w) получим

уравнение Риккати

С&=*2 "/(«)• B)
В книге В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина B001 а) приведено много точных решений уравнения

B) для различных зависимостей / = f(w).
Уравнение B) подстановкой ? = —Су'ш/у сводится к линейному уравнению второго порядка

У1„ = C~2f(w)y.
0 Литература: W. F. Ames, R. J. Lohnei, E. Adams A981), В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин A996).

5°. Точное решение в параметрической форме:

x = Civ2 + C2v+ I f{w)BCiw + C3)dw + C4,

t = BCiw + C3)v + C2w + C5.

Здесь и далее Ci, Сг, Сз, С\, Сь —произвольные постоянные.

6°. Точное решение в параметрической форме:

х = [CiF(u>) + C2]v + C3F{w) + d, F(w) = f f{w) dw,

t = -Civ2 + C3v + f[CiF(w) + C2\dw + Cb.

7°. Точное решение в параметрической форме:

х = [CiF(w) + C2]v2 + C3F(w) + C4 + 2 f[f{w) f[CiF{w) + C2] dw} dw,

t = jCiv3 + C3v + 2v f[CiF(w) + C2] dw + Сь.
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8°. Точное решение в параметрической форме:

х = (CieA" + C2e-Xv)H{w) + Сз,

t = 1(С1ел" - C2e-XvI^H'w(w) + С4,

где С\, С2, Сз, С4, А— произвольные постоянные, функция Н = H(w) описывается обыкно-

обыкновенным дифференциальным уравнением Ь/[Я] — Х2Н = 0, а дифференциальный оператор L/
определяется выражением

9°. Точное решение в параметрической форме:

х - [Ci sin(Au) + Сг cos(Av)]Z(w) + Сз,

t = i-[C2 sin(A«) - Ci cos(Aw)]—З--^(го) + C4,
A f(w)

где Ci, Сг, Сз, d, A — произвольные постоянные, функция Z — Z(w) описывается обыкно-

обыкновенным дифференциальным уравнением I>f[Z] + X2Z = 0, а дифференциальный оператор L/
определяется выражением C).

10°. Точное решение в параметрической форме:

х = [2CiF(w) + C3]v + C2F(w) + Cs, F(w) = Г /(го) dw,

t = Си;2 + C2v + f[2CiF(w) + C3] dw + C4.

11°. Точное решение в параметрической форме:

х = ^Civ2 + C3v+ I f(w)(Ciw + C2) dw + C5,

t = (Ciw + C2)v + C3w + d.

12°. Точное решение в параметрической форме:

х = —Civ3 + C3v + 2v I f(w)(Ciw + C2) dw + C5,

t = (Ciw + C2)v2 + C3w + C4 + 2

13°. Точное решение в параметрической форме:

х = -5-(CieA" - C2e-Xv)H'w(w) + Сз,
А

t = (CieAt> + С2е-Лх>)Я(ш) + С4,

где Ci, С2, Сз, С4, А — произвольные постоянные, а функция Я = H(w) описывается

обыкновенным дифференциальным уравнением H'^w — X2f(w)H = 0.

14°. Точное решение в параметрической форме:

x = Uc2 em(A«) - Ci cos(Xv)]Z'w(w) + Сз,
А

t = [Ci sin(Au) + С2 cos(Au)]2(to) + С4,

где Ci, С2, Сз, С4, А — произвольные постоянные, а функция Z = Z(w) описывается

обыкновенным дифференциальным уравнением Z'^w + X2f(w)Z — 0.

15°. Исходное уравнение можно представить в виде системы уравнений

,, , dw dv dw dv ...

f{w)^ =

^ -*=-*¦ D)

Преобразование годографа
x = x(w,v), t = t(w,v) E)
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(w, v принимаются за независимые переменные, а х и t — за зависимые переменные) приводит
D) к линейной системе

,, . dt дх дх dt

/(w)^=5^' -^7= a^7' F)

Исключая отсюда ?, для функции х = x(w,v) получим линейное уравнение

dw L f(w) dw J dv2
w

Аналогичным образом из системы F) для функции t = t(w,v) имеем другое линейное

уравнение

—_ - f(w\—L = о. (8)
dw dv

Процедура построения точных решений исходного нелинейного уравнения состоит из двух
этапов. Сначала строится точное решение линейного уравнения G) для х = x(w,v). Затем это

решение подставляется в линейную систему F), откуда определяется функция t = t(w, v) в виде

где wo и vo —любые. Полученные указанным способом выражения вида E) будут давать точное

исходного уравнения в параметрической форме.
Аналогичным образом сначала можно строить точное решение линейного уравнения (8) для

t = t(w, v), а затем из F) определять функцию х — x(w, v).

16°. Точные решения уравнения G), содержащие четные степени v:

п

x = Y,Mw)v2k, A0)
fc=o

где функции ipk = ifk(w) описываются рекуррентными формулами

?>„(» = AnF(w) + Bn, F(w)= Г f(w)dw,

idi-iH = AkF(w) + Вк + 2Ц2к - 1) Г /(ш)| Г ч>к(ги) dw} dw,

где Ak, Bk — произвольные постоянные(/с = n,..., 1).

Зависимость t = t(w,v) определяется по формуле (9) и вместе с выражением A0) дает

решение исходного нелинейного уравнения в параметрической форме.

17°. Точные решения уравнения G), содержащие нечетные степени v:

A1)
к=0

где функции i/ifc = i/ifc (w) описываются рекуррентными формулами

фп(ги) = AnF(w) + Вп, F(w) = / f(w) dw,

¦фк-iiw) =AkF(w) + Bk + 2kBk+l) Г f{w){ [il>k{w)dw}dw,
где Ak, Bk — произвольные постоянные(/с = п,..., 1).

Зависимость t = t(w,v) определяется по формуле (9) и вместе с выражением A1) дает

решение исходного нелинейного уравнения в параметрической форме.

(•) Литература: В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин B001 Ъ).
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Решение типа бегущей волны:

w = w(z), z = х + Xt,

где Л — произвольная постоянная, а функция w(z) описывается автономным обыкновенным

дифференциальным уравнением

[/(ш) - А2К'г + g(w)w'x + h(w) = 0.

Последнее с помощью замены u(w) = w'z приводится к уравнению Абеля

[/(ш) - \2}uuw + g{w)u + h{w) = 0. A)

_ . f g(w)dwПодстановка ? = — / —^— —

приводит A) к каноническому виду
J /(w)

- А2

uu'z - и = F@, B)

где функция F = F(^) задается параметрически с помощью формул

h(w)
_ f g{vj)dw

* J
. .

_ h(w)
_
_ f{U

jW
* J /М-А»'

Большое число точных решений уравнений Абеля B) для различных зависимостей F =

приведено в книгах В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина A993, 2001 а).

,
82w д Г., , вго I

, ,
,8ш

, ., ,

6 [f^\ +M + 4)

Решение типа бегущей волны:

w = w(z), z = х + Xt,

где А — произвольная постоянная, а функция w(z) описывается автономным обыкновенным

дифференциальным уравнением

{[/М - А2К}'г + ^(tujtui + h(w) = 0.

Последнее с помощью замены

«и = [/и - А2К
приводится к уравнению Абеля

uuw + 0(tu)« + h{w)[f{w) - A2] = 0. A)

Подстановка ? =
— j g(w) dw приводит A) к каноническому виду

B)

где функция F = F(^) задается параметрически с помощью формул

Большое число точных решений уравнений Абеля B) для различных зависимостей F= F(?)
приведено в книгах В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина A993, 2001 а).

Уравнения этого вида встречаются в теории жидких кристаллов и других приложениях.

1°. В общем случае это уравнение имеет точные решения вида

w(x, t) = w(z), z = kx + Xt,

w(x,t) = w(t), ? = 7^7-
где k, A, b, с—произвольные постоянные.
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2°. Структура других точных решений для конкретных функций f(w):

f(w) = Aw + B, w{x, t) = <p{t)x2 + rp(t)x

f(w) = Awk, w{x,t) = <p

f(w) = Ael3w, w(x,t) = <p

3°. Качественный анализ структуры решений исходного уравнения рассматривался в работах
R. Т. Glassey, J. К. Hunter, Y. Zheng A997), A. A. Melikyan A998).

3.4.5. Уравнения вида -^-
= f(x,w)-^r+g(x,t,w,—)

,
82w m a2w

l f()

1°. Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

w(x,t) = g(t)h(x),

где функции д = g(t) и h — h(x) описываются обыкновенными дифференциальными уравне-
уравнениями

/' \ ТП. -f-1 л /1 \

где Л— произвольная постоянная.

Общее решение уравнения A) записывается в неявной форме:
2А

/(<
где С\, Сг — произвольные постоянные.

Отсюда, в частности, при С\ = 0 для функции g(t) имеем

, Am2
а = ±л

2(т + 2)
'

При m = 1 общее решение уравнения B) имеет вид

Л(х) = Л Г

где А, В, хо
—

произвольные постоянные.

В книге В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина B001а, разд. 2.3, 2.7) приведено много точных

решений обобщенного уравнения Эмдена— Фаулера B) для различных функций / = f{x).
2°. Преобразование

u(z,i) = —w(x,t), z = —

i x

приводит к уравнению аналогичного вида

~W~Z -Ч7Г в?"-
- 82W 8 [,, ,

ггг 9W]

1°. Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

w(x,t) = g(t)h(x),

где функции g = g(t) и h = h{x) описываются обыкновенными дифференциальными уравне-
уравнениями

g't't - A5m+1 = о, A)

[f(x)hmtix]'x-\h = 0, B)

Л— произвольная постоянная.
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Общее решение уравнения A) записывается в неявной форме:

где С\, Сг — произвольные постоянные.

Отсюда, в частности, при С\ — 0 для функции g(t) имеем

Am2

2(m + 2)
'

Преобразование

/dx
. , m+1

приводит B) к обобщенному уравнению Эмдена— Фаулера

Ф - F(z)<?^+i~ =0, C)

где функция F — F(z) задается параметрически с помощью формул

F = A(m + l)/(x), * = Jj^-
В книге В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина B001 а, разд. 2.3, 2.7) приведено много точных

решений уравнения C) для различных функций F = F(z).
2°. Преобразование

W(
1

[ т+2 Г
jt

X, t) = [ф{х)\ «Н-1 иЦ, t), i = j [ф{х)\ ™+l dx, ф{х) = J J^
приводит к уравнению аналогичного вида

д2и д

где функция Т = Т{?) задается параметрически с помощью формул
Зт+4 г т+2

Т = f(x) [ф(х)] ™+1
, f = у [ф(х)] m+i dx, ф(х

1°. Вырожденное решение:

w(x, t) = Ae? + Bz + Ci + D,

где Л, В, С, D — произвольные постоянные.

2°. Преобразование

u(z,t) — —w(x,t), z = —

X X

приводит к более простому уравнению

д2и 4,, ,д2и

которое имеет точное решение в типа бегущей волны и = u{z + Xt) и автомодельное решения

вида и = u(z/t).

'

1°. Вырожденное решение:

w{x, t) = Axt

где A, B, C, D — произвольные постоянные.
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2°. Преобразование
dx

w(x, t) = u(z,t) у ах2 + bx + с, z= I
ax2 +bx + с

приводит к уравнению вида 3.4.4.5:

которое имеет точное решение в типа бегущей волны и — u{z + Xt).

3.4.6. Уравнения вида —^- = f(t,w)—^- +g(x,t,w,-^-
„

82w .... 8 I dw

1°. Точные решения:

w(x,t) = {flit + С2)(С3х + С4I/2,

w(x,t) = (Cit + C2)x+ / (t-T){CiT + C2Jf(T)dT + Cst + C4,
Ja

где Ci, Сг, Сз, d, a — произвольные постоянные.

2°. Точное решение квадратичное по переменной х:

w(x,t) = <p(t)x2 + фЦ)х + X(t),

где функции ip = <p(t), т/> = if){t), \ = Х(*) описываются системой обыкновенных дифференци-
дифференциальных уравнений

2

3°. Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

w(x,t) = Ф(*)Ф(х),
где функции Ф = Ф(<), Ф = Ф(ж) описываются обыкновенными дифференциальными уравне-
уравнениями (С

—

произвольная постоянная)

(фф'х); = сф.

Последнее уравнение является автономным и имеет частное решение Ф = -g-Сх2; в общем

случае оно интегрируется в квадратурах.

Точное решение квадратичное по переменной х:

где функции ip = <p(t), t/i = i/'C*)* x = x(*) описываются системой обыкновенных дифференци-
дифференциальных уравнений

Фи = 6/(Ь)ц>ф + дA)ф

Хи = V(t)<PX + / WV2 + 9{t)x +

3. ~- = [a{t)w + Ht)]^- + c(t) (~J + d(t)w + e{t)x2 + f(t)x + g(t).

Существует точное решение квадратичное по переменной х:

¦ш(х,Ь) = <р^)х2+ф(г)х + х(*)-
0 Литература: V. A. Galaktionov A995); рассматривался случай а = 1, Ь = е = f = Q, c = const.
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3.4.7. Другие уравнения

(•*-?)¦
1°. Точное решение в виде суммы функций разных аргументов:

w(x,t) = -i-ln(Ciz + C2) + C3 f A(t)dt + Ct, A(t) =exp[- fa(t)di\,
где Ci, Сг, С3, C4 — произвольные постоянные.

2°, Точное решение в виде суммы функций разных аргументов:

w(x, t) = \ ln(ACix2 + С2х + Съ) + u{t),
А

где С\, Сг, Сг— произвольные постоянные, а функция и = u(t) описывается обыкновенным

дифференциальным уравнением

u"t + a{t)u't = 2Cib(t)eAu.
d2w .dw 0

2 + /^

Решение типа бегущей волны:

ш = w(z), г = х + At,

где функция w = u)(z) задается неявно (Л, В — произвольные постоянные):

Другие точные решения описаны в работе В. А. Байкова, Р. К. Газизова, Н. X. Ибрагимова
A989).

02го 02го
3 +3-
ж

=

Точное решение в виде суммы функций разных аргументов:

Здесь функции ip(t) и tp(x) описываются обыкновенными дифференциальными уравнениями

ipu -bip- g{t) - О,

Решение первого уравнения для tp(t) имеет вид

<p(t) = Ci ch(fct) + С2 sh(fcO + — / д(т) sh [fc(i - r)] dr при Ь = k2 > О,
^ Jo

^(i) = Ci cos(H) + С2 sin(H) + — / ?/(r)sin[fc(t-T)]rfr при Ь = -k2 < 0,
*

JO

где Ci, C2 — произвольные постоянные.

. 82w 82w
, ./ dw \

, I. dw \

Точное решение в виде суммы функций разных аргументов:

где функции (р(х) и ф{Ь) описываются обыкновенными дифференциальными уравнениями (С—
произвольная постоянная)

а<Рхх + f(x,<p'x) =C,
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.( d

Точное решение в виде суммы функций разных аргументов:

где функции ip(x) и ф(?) описываются обыкновенными дифференциальными уравнениями (С
произвольная постоянная)

d2w d2w ,1 1 dw \
6>
-ЩГ

=

a^r + ™/h -"^J + »»(.
Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

где функции <р(х) и ^;(t) описываются обыкновенными дифференциальными уравнениями (С—

произвольная постоянная)

Фи
— i'difi Ф[/Ф) —Ьф\пф + Сф = о.

dw \ d2w

При /(z) = —г это уравнение встречается в аэродинамике (в теории околозвуковых течений

газа).

1°. Пусть w{x,i) —решение рассматриваемого уравнения. Тогда функция

ил = Cilw(Cix + C2,Cit + Сз) + Сit + Съ,

где Ci, Сг, С3, Са, Сь — произвольные постоянные, также будет решением этого уравнения.

2°. Вырожденное решение:

w[x, t) = Ax + Вх + Сх + D,

где А, В, С, D — произвольные постоянные.

3°. Точное решение в виде суммы функций разных аргументов:

w(x,t) = At2 + Bt + <fi(x).

Здесь А, В — произвольные постоянные, а функция <р = <р(х) описывается обыкновенным

дифференциальным уравнением
2A=*f(<p'x)<p'lx,

общее решение которого можно представить в параметрическом виде (Ci, Сг —произвольные
постоянные):

4°. Автомодельное решение:
w = хф(г), z = x/t,

где функция ф = ф{г) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

и(гф'г+ф)-г2](гф':г+2ф'2)=0.
Приравнивая выражение в квадратных скобках нулю, имеем

}{гф'х +ф) -z2 = 0.

Общее решение этого уравнения в параметрическом виде:

i f rfr(r)

fW) J У7М
[T) dr + С
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5°. Замена v(x,t) = приводит к уравнению вида 3.4.4.4:
ох

д2У
_ _д_

dt2
~

дх

6°. Преобразование Лежандра

u(z,T)=tz + xr-w(x,t), z=^-, r=-g-,
где и — новая зависимая переменная, агит

— новые независимые переменные, приводит к

линейному уравнению
д2и

_
,,

. д2и

0 Литература: N. Н. Ibragimov A994).

Частный случай f(U) = all.

1°. Точное решение квадратичное по переменной х:

w = (Сг4 + С2)х2 + [\aC^2(Clt + C2L + С34 + С4]х+

где Cj, С2, С3, С4, С5, С6 — произвольные постоянные.

2°. Точное решение в виде полинома третьей степени по х:

w = f(t)x3 + g{t)x2

где функции f — f(t),g = g(t), h = h(t),p = p(t) описываются системой обыкновенных дифференциальных
уравнений

f't't = 18a/2,
g't't = 18аfg,

p't't = 2agh.

Частное решение первых трех уравнений имеет вид

где Сх, С2, С3, С4, С5 —произвольные постоянные. Функция р = p(t) определяется из последнего

уравнения простым интегрированием правой части.

3°. Имеется точное решение в виде произведения функций разных аргументов w — <^(x)i/i(t).

Частный случай f(U) = aUn. Имеется точное решение в виде произведения функций разных
аргументов w — tp(x)ip(t).

Частный случай f(U) = aexp(Al/). Имеется точное решение вида w = xip(t) -f- Ф(х).

dw dwd-'w
_

f dw dw \
'

at2
~

*\~ЬТ'~дх~) дх2
'

Преобразование Лежандра

t \ ( *\
®^ ®*и

u(z,T) — z хт w(x, ), z ~

dt
> т —

дх
,

где и — новая зависимая переменная, агат
— новые независимые переменные, приводит к

линейному уравнению
д2и

_ т)д2и
О решениях этого уравнения для некоторых /(z, т) см. книгу А. Д. Полянина B001 Ь).
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3.5. Уравнения вида -^ + /(«,у, w, *s., -fa.) = о

3.5.1. Уравнения, содержащие произвольные параметры

Частный случай уравнения 3.5.2.1 при /(го) = fctu".

1°. Решение типа бегущей волны (a, b — любые):

w = w(z), z = ах + by,

где функция w(z) описывается автономным обыкновенным дифференциальным уравнением

abw"z = kwn.

2°. Автомодельное решение:

/3-1
го = е »-!?/(?), ^уя",

где /3— произвольная постоянная, а функция {/(?) описывается модифицированным уравнени-
уравнением Эмдена— Фаулера

Л- — 1

О точных решения этого уравнения см. книгу В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина B001 а).

dW X
1. . .

= ае

дхду

Уравнение Лиувилля. Частный случай уравнения 3.5.2.1 при f(w) = aeXw.

1°. Общее решение:

Т^^ + 9^ ~

Тln I exp[/(x)]dx+ ^к expl-9^ dy

где / = f(x) и g
= g(y) — произвольные функции, к — произвольная постоянная.

2°. Уравнение Лиувилля связано с линейным уравнением дхуи = 0 преобразованием Беклунда

ди dw 2к Г 1 . ,

ди dw а

3°. Линеаризация исходного уравнения может быть произведена также любой из двух диффе-
дифференциальных подстановок:

2 dv dv \ . .

1 , / 2 dz dz

=-rln( cos2 z dx dy J

0 Литература: Р. Буллаф, Ф. Кодри A983), N. H. Ibragimov A994).

4°. Точные решения (при а = Л = 1):

+ С2 J'g{y)dy ~ -±- J f(x)dx)],
w = ln[/'(x)g(y) sh-2 (Ci + С2 J9(y)dy+^- J f(x)dx)],
= ln [f(x)g(y) cos (Ci + C2 J g{y) dy + -±^- j f{x) dx)] ,

to [f()g(y) (i + 2 J g{y) y + ^

где f(x), g(y) — произвольные функции, C\, C2 —произвольные постоянные.

0 Литература: С. В. Хабиров A990).
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3
aw

= е™ -е~*™
дхду

Частный случай уравнения 3.5.2.1 при f{w) = еш — e~2w.

1°. Точные решения:

[^1] A)2д̂хду
где

Ci = 1 + Аехр(кх + -ту),
С,2 = 1 + Ai exp(fc:x + —у)

ЦЛЛГ—-Л^г expUh + к2)х + [ — + -г-Ы,

Сз = 1 + A(fc2x - Зу) exp

С4 = sin^/ca; - —у) + \Д (кх + —у),
A, Ai, Аъ, к, к\, к2 — произвольные постоянные.

2°. Замена и = ет приводит к уравнению Цицейки:

Э2Aпц) _

_ _1_
дхду

~U
и2'

0 Литература: О. В. Капцов, Ю. В. Шанько A999); в этой работе описаны также другие точные решения.

4. = ashu>.
дхду

Уравнение sh-Гордона. Об этом уравнении см. В. Е. Захаров, С. В. Манаков, С. П. Новиков,
Л. П. Питаевский A980), A. Grauel A985).

. dw
5. = asinw.

дхду

Уравнение синус-Гордона. Частный случай уравнения 3.5.2.1 при f{w) = asinw.

1°. Решение типа бегущей волны:

[ 4arctg|exp(\ -?- (Ах + By + С))] при аАВ > 0,

Х,У)=< \ —

I 4Arth|expf J--TE-(Ах + Ву + С))\ при аАВ < 0,

где А, В, С— произвольные постоянные.

2°. Автомодельное решение:

w = U(?), (, = ху,

где функция U = U(?) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением второго

порядка ?Цс? + Щ = а sin U.

3°. Преобразование Беклунда
ди dw

ди dw 2а .

S

ду ду к \ 2

переводит исходное уравнение в такое же уравнение:

д2и
= asm it.

дхду

Формулы A) позволяют по одному точному решению последовательно генерировать другие

решения этого уравнения.
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176 Уравнения гиперболического типа с одной пространственной переменной

4°. Рассматриваемое уравнение связано с уравнением

а2 г

дхду

преобразованием
dw dz

z = ——,
— = asmw.

дх ду

0 Литература: И. М. Крнчевер A980), Р. Буллаф, Ф. Кодри A983), В. Е. Захаров, С. В. Манаков,
С. П. Новиков, Л. П. Питаевский A980), N. Н. Ibragimov A994).

92г« , . . / 1 \

6. = asmw + osin(-±-u>).
dxdy

ч 2 '

Об этом уравнении см. Ф. Калоджеро, А. Дегасперис A985).

к ш dw 9ад , 9ги dw

dxdy дх dy дх dy
~

Это уравнение встречается в некоторых задачах химической технологии и хромотографии.
Замена и = eaw приводит к линейному уравнению

д2и
, ,

9и ди
— 1- с—— = 0.

дхду дх

0 Литература: Н. С. Thomas A944), G. В. Whitham A972).

i / (8w\2 J-, (8™\2
w\ \ dx J \J V dy J

'8.
dxdy

Об этом и некоторых других интегрируемых нелинейных гиперболических уравнениях см.

статью А. В. Жибера, В. В. Соколова B001).

3.5.2. Уравнения, содержащие произвольные функции

1°. Решение типа бегущей волны:

w — w(z), z = ax + by,

где a, b—любые, а функция w(z) описывается автономным обыкновенным дифференциальным

уравнением abw"z = f(w).
2°. Автомодельное решение:

™ = w(f), ? = ху,

где функция w(?) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением второго порядка

3°. Переходя к новым независимым переменным z ~ х — у, t = х + у, получим уравнение

вида 3.4.1.1:

d2w d2w

~ЬТ2 dz2"^ ^W''

. d2w

Преобразование

? = / fix) dx, r]= I g(y) dy

приводит к уравнению вида 3.5.1.2:

d2w

дЦдт,



3.5. Уравнения вида ?%. + ;(я, у< W| -fa., |ffi.) =Q177

Преобразование

i = j f(x)dx, r) = Jg(y)dy
приводит к уравнению вида 3.5.2.1:

d2w

dw

1°. Решение в неявном виде:

/ ^Х^dx' Где G^ = I 9^ dw'

Здесь ?>(у) — произвольная функция.

2°. Интегрируя исходное уравнение по у, приходим к уравнению с частными производными

первого порядка

где 1р(х) — произвольная функция.

f{) + (

Интегрируя исходное уравнение по у, приходим к уравнению с частными производными

первого порядка

^ У f{x,r)dr + J
где i/>(z) — произвольная функция, а и Ъ— произвольные постоянные. Полученное уравнение

можно рассматривать как обыкновенное дифференциальное уравнение для функции w = w(x)
с параметром у.

, 82w dw dw . ., ч dw , . dw , / ч

6-
а^Г

=

а-9^^Г + /(ж'У)Ж +9^y)~dT + h{x'y)-

Замена и = eaw приводит к линейному уравнению

д2и ,, , ди , . ди

92ги /Т. ч
dw dw

2V/(:cy)
Уравнение Гурса. Введем функции и = и(х,у) ик = v(x,y) по формулам (дифференциальные
подстановки):

_

Idw

и-\1~д7' v

Дифференцируя эти соотношения соответственно по у и х и исключая ш с помощью рассма-

рассматриваемого уравнения, получим систему

-z-=vy/f{x,y), —=uy/f{x,y).
ay dx

Исключая v, приходим к линейному уравнению для функции и = и(х,у):

д2и . . ди . . . . 1 8

-у-^-= 9{х,У)—+ f(x,y)u, где 5(х,у) =
——

0 Литература: Е. И. Ганжа B000).

12 А. Д. Полянин, В. Ф. Зайцев
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- dw 92W е/ \ / \
®W

1°. Решение в неявном виде:

f^2f{7)dx, где G(w)= fg(w)d
J J/G(w)

Здесь ip{y) — произвольная функция.

2°. Интегрируя исходное уравнение по у, приходим к уравнению с частными производными

первого порядка

{~J = 2f{x) J
где tp(x) — произвольная функция.

dw d2w .,
. dw . .

9 /(ж) + з(ж2)

Интегрируя исходное уравнение по у, приходим к уравнению с частными производными

первого порядка

=2Г
где tp(x) — произвольная функция, а и Ь— произвольные постоянные. Полученное уравнение

можно рассматривать как обыкновенное дифференциальное уравнение для функции w — w(x)
с параметром у.

92ги . . dw . .

Интегрируя исходное уравнение по у, приходим к уравнению с частными производными

первого порядка

rw* rw rv

/ f(x,X)d\= g(x,T)dr+
Ja Jb Jc

rnewx — частная производная от w no x; tp(x) — произвольная функция; a,b, с—произвольные

постоянные. Полученное уравнение можно рассматривать как обыкновенное дифференциаль-
дифференциальное уравнение для функции w = w(x) с параметром у.



4. Уравнения гиперболического типа с двумя
пространственными переменными

4.1. Уравнения, содержащие произвольные параметры
4.1.1. Уравнения с квадратичной и степенной нелинейностью

> Все уравнения, рассматриваемые в разд. 4.1.1-4.1.2, допускают точные решения типа

бегущей волны w = w(z), где z = k\X + foy + ¦№•

,
d2W . _ . / Q2W

,
d2W \

, 2 , г

Точное решение:

w(x,y,t) = f(t) + g(t)Q(x,y). A)
Здесь функция Q(x, у) удовлетворяет двумерному уравнению Гельмгольца

где х = у/0 {/3 ф 0). О решениях этого линейного уравнения см. книги А. Н. Тихонова,

А. А. Самарского A972), В. С. Владимирова A985), А. Д. Полянина B0016). Функции f(t)
и g(t) в A) находятся из автономной системы нелинейных обыкновенных дифференциальных
уравнений

ftt=lf2 + 6f + e, B)

9tt = Ы + S - <*х)9- C)

Уравнение B) не зависит от функции g(t). Частные решения этого уравнения имеют вид

/ = const, где 7/2 + Sf + е = 0. При 7 = 0 уравнение B) является линейным уравнением с

постоянными коэффициентами. При 7 # 0 общее решение уравнения B) можно представить в

неявном виде (Ci, С2 — произвольные постоянные)

Ы
" -~+-

Уравнение C) линейно относительно функции g(t). Для частных решений вида / = const оно

является линейным уравнением с постоянными коэффициентами.

d2w dw\2 /вги\21
UJ +Ur) J"

1°. Уравнение допускает решения в форме

В частности при (p'J.x — v<p, фуУ = —и-ф, где v — произвольная константа, имеем (Ai, Ai, B\,

Bi — произвольные постоянные)

<p(x) = A\

Функции f(t), g(t), h(t) описываются автономной системой обыкновенных дифференциальных

уравнений

fit = av{A\ - sA\)g2 - av{B\ + sB22)h2 - C,

9h = avfg,

h"t = -aufh,
где s = sign v.

12*
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2°. Уравнение допускает решения в форме

«/(х, у, t) = fit) + g(t)ip{x) + КШу) + u(tH(x)x{y). A)

При ifxx = 4v<p, фуу
— —Аиф, в'хх = vQ, x'j/'j, = —

v\, где v — произвольная константа, в

формуле A) следует положить

при v = н > 0

ifix) = A\ ch 2нх + А2sh 2нх

V'(y) = Bi cos 2/ri/ + B2 sin 2нУ

в(х) = Ci ch нх + С2 sh дж

Х{у) = Di cos ну + D2 sin ну

при ^

ф{у) =

9ix) -

х(у) =

= -н <

Ai cos 2н
В\ ch 2нь
С\ cos дх

DichnV

о

ж + Л2 sin 2дж
+ В2 sh 2/ji/

+ С2 sin дх

+ I?2Sh/JJ/

Функции f(t), g(t), hit), u(t) описываются системой обыкновенных дифференциальных урав-

уравнений (s = sign и)

f'tt = -iau{A\ - sAt)g2
g"t = -Aaufg + arai(C? + sD22)u2,
h"t = Aavfh - ava2(Ci - sC2)u2,
u'u = —2av(azg — ацК)и.

Произвольные постоянные А\, А2, В\, B2, C\, C2, Di, D2 связаны двумя соотношениями

2AxCiC2 = A2(C2 + sCt), 2BiDiD2 = B2{D\ - sD22).
Коэффициенты а\, а2, аз, а$ определяются формулами

Cl + sCl Dl-sD% . Cl-sCl „ Dl + sD\
ai = -^2lT^' п2 = -Л2вГ-' п3 = А2^сГ' п' = В2Л^-'

при Ai ф 0, Bi ф 0, CiC2 Ф 0, DiD2 ф 0.

Если Ai = О (А2 ф 0), то следует положить сц = С\С2/А2. Если J5i = 0 (В2 / 0), то

a2 = DiD2/B2. Если Ci = 0 (С2 / 0), то аз = -Аи Если С2 = 0 (Ci ф 0), то а3 = Ai. Если

Z?i = 0 (?>2 / 0), то а4 = -Вь Если D2 = 0 (Di / 0), то 04 = Вь

3°. Уравнение имеет точные решения вида

w(x, у, t) = }{t)x2 + g{t)xy + h(t)y2 + if(t)x + ф{г)у + X(f).
В частном случае ip(t) = ф(г) = 0 функции f(t), g(t), h(t), x(*) описываются автономной

системой обыкновенных дифференциальных уравнений

Д'{ = aBfh - 2/2 - о2), Л'4'4 = aBfh - 2h2 - д2),
g'lt = -2ag(f + h), Xu = 2a(/ + Л)х - P-

82w Э2го Э Г. . Эго
3 +[(b + )

1°. Точное решение линейное по переменной у:

io = /(i,t)s/ + g(a;,t),

где функции fag определяются путем решения одномерных уравнений

abf B)

Первое уравнение является линейным однородным волновым уравнением. Уравнение B) при

известной функции / = f(x,t) представляет собой линейное неоднородное волновое уравнение.
Об этих уравнениях см. книги А. Н. Тихонова, А. А. Самарского A972), В. С. Владимирова

A985), А. Д. Полянина B001 Ь).

2°. Уравнение имеет точное решение квадратичное по переменной у:

w = /(ж, t)y2 + g(x, t)y + h(x, t).
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d2w д ( dw \
,

д I dw

Частный случай уравнения 4.1.1.10 при п = 1.

1°. Решения типа бегущей волны:

Л2 ± ^A(kxx + fc2y

где Л, J5, fci, к2, А— произвольные постоянные.

2°. Точное решение линейное по пространственным переменным:

w(x,y,t) = (Ait + Bi)x + (A2t + В2)у +
+ -^{A\ + A22)t4 + |(Ai5i + A2B2)t3 + \{Bl + B22)t2 + Ct + D.

где Ai, A2, B\, B2, C, D— произвольные постоянные.

3°. Уравнение допускает решения вида

w(x, у, t) = f(t)x2 + g{t)xy + h(t)y2,

где функции /(<), g(t), h(t) описываются автономной системой обыкновенных дифференци-
дифференциальных уравнений

/t't =6/2 Ч-2/h + p2, A)

9и = 6(/ + h)g, B)

h"t = 6h2 + 2fh + g2. C)

Частное решение системы A)-C) имеет вид

МО = /(*), 9(t) = ±2f(t), где f't't = 12f2

(решение уравнения для f можно записать в неявной форме).

4°. Уравнение допускает решения вида

w(x,y, t) = f(t)x2 + g(t)xy + h(t)y2 + ip{t)x + j>{t)y + x(t),

где функции f(t), g(t), h(t), <p(t), i/>(<), x(*) описываются системой обыкновенных дифферен-
дифференциальных уравнений

fit = б/2 + 2/ft + g2, Vu = 2C/ + h)y + 2дф,

9tt = 6(/ + h)g, фи = 2g<p + 2(/ + ЪЬ)ф,

Л« = &h2 + 2fh + g2, x'tt = 4? + Ф2 + 2(/ + ft)X-

Первые три уравнения решаются независимо (см. п. 3е).

5°. Уравнение имеет решение в виде произведения функций разных аргументов w(x,y,t) =

5
d2w

Замена U =

6
a2w

-

1°. Решения

д г

аш +

9

['
типа

Ь приводит к уравнению

а2с/ в /

5t2 5х Ч

бегущей волны:

„._ *-ьхк1-ь2к1

вида

ас/ >

dxj

± v

. dw

4.1.1.4:

) 1
9

(

A(fexx +

I

'гг дС/

ау

fc2y + \t) + B

где А, В, fci, /с2, Л— произвольные постоянные.
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2°. Точное решение линейное по пространственным переменным:

w(x,y,t) = (Ait + Bi)x + (A2t + B2)y +
+ -^(сцА2 + a2A22)t4 + \{aiAiBx + a2A2B2)t3 + -§- (aiJ3? + a2B\)t2 +

где A\, A2, Bi, B2, C, D — произвольные постоянные.

3°. Уравнение допускает решения вида

w(x, у, t) = f(t)x2 + g(t)xy + h(t)y2 + <p(t)x + ф{1)у
_ d2w

_

Г Э / 1 dw \ д / 1 dw \-\

dt2
~ a

L dx \ w dx ) 8y \ w dy ) i'

1°. Решение типа бегущей волны в неявном виде при п / —1:

а(к2 + к\) In |w| - \2w = A(kix + k2y + Xt) + B,

где А, В, ki, к2, X— произвольные постоянные.

2°. Точные решения:
, . at2 + At + В

w(x,y,t) =
(sin у ¦

C73)
'

С fl - C2(at2 +At + B)
VI(X,y,t)-

e2xcos2(C.ie-xsin2/ + C.2)'
где A, B, C, Ci, C2 — произвольные постоянные.

® Литература: В. А. Байков A990), N. Ibragimov A994, p. 225).

3°. Указанные в п. 2° точные решения являются частными случаями более общего решения в

виде произведения функций разных аргументов:

w(x, у, t) = (\Aat2 +Bt + С)е@{х-У\
где А, В, С—произвольные постоянные, а функция <д(х, у) является решением стационарного

уравнения

которое встречается в теории горения. О решении этого уравнения см. 5.2.1.1.

d2w
_ _а_ / 1 dw \ а / 1 dw\

dt2
~

дх \ aw + Ь Эх ) ~ду \aw + Ь ду )'
Замена U = aw + Ь приводит к уравнению вида 4.1.1.7:

d2U
_

д I I dU\ д ( 1 dU\

dt2
~

~dx\W~dx) ~dy\U~~d~y)'
82w

. , д ( „ dw

Частный случай уравнения 4.2.1.1 при g(w) = bwn.

1°. Точное решение:

w(x,y,t) = V(z)y2/n, z = x2-at2,
где функция V = V(z) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

2an2OVz" + V2') + b{n + 2)Vn+1 = 0.

2°. «Двумерное» решение:

w(x,y,t) = u(x,t)y2/n,
где функция и = u(x,t) описывается уравнением

д2и
_

д2и 2Ь(п + 2) п+1

При п = — 1 и п = —2 полученное уравнение является линейным.
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3°. «Двумерное» решение:

где функция U = U(x, t) описывается линейным уравнением теплопроводности

д2и
_

д2и

at2
~ а

дх2
'

Замечание. Решения из пп. 2°, 3° являются частными случаями решения в виде произ-

произведения функций разных аргументов w = u(x,t)ip(y), где ip
= <p(y) описывается автономным

обыкновенным дифференциальным уравнением (впв'у)'у = Св.

® Литература: N. lbragimov A994).

,.
d2w dfndw\[Udfndw\10. — = а io + b [w .

dt2 дх \ дх I ду \ ду J

Частный случай уравнения 4.2.1.2 при f(w) = wn.

1°. Решение типа бегущей волны в неявном виде:

п +1
'

где С\, Ci, к\, к2, А— произвольные постоянные.

2°. Точное решение:

где функция V = V(?) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

Преобразование

приводит к уравнению первого порядка

2(д - abqn+l)(nZ - q)Z'g + [(n + 2)q - 2abqn(n2Z + q)]Z = 0.

3°. Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

w(x,y,t) = f(t)e(x,y),

где функция /(?) описывается автономным обыкновенным дифференциальным уравнением

ell
_

rn+ l
п>

Jtt — J ! (Ч

а функция в = в (ж, у) — любое решение двумерного стационарного уравнения

Частное решение уравнения A) имеет вид (С — произвольная постоянная):

f = {C±kt)~2/n, к =

/2(п + 2)

4°. «Двумерное» решение:

w(x,y,t) = y2/nu(z,t), z-xy~l,

где функция и = u{z, t) описывается уравнением

д2и ,

( + Ь= (а + Ьг)[и
Литература: N. lbragimov A994).
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11. г- = а го ) 4- b го .

dt2 дх\ дх )
^

ду V ду )

Частный случай уравнения 4.2.1.3 при f(w) = aw™, g(w) = bw .

1°. Решение типа бегущей волны в неявном виде:

^L JEL + fay + Xt) + Сг,
71 + 1 fe + 1

где С\, С2, 0i, 02, A— произвольные постоянные.

2°. Точное решение:

w(x,y,t) = x2/nt2/nU{i), i = x~k/nytk/n~\
где функция U = U(?) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

[ais^V + bn2Uk - f{n - кJ] U'k + nk{ak?2Un~x + bnUk~l){UlJ+
+ [Bп -к + 4)(it - п) + ак(к - Зп - 4)[/n]?C/{ + 2(n + 2)U{aUn - 1) = 0.

3°. «Двумерное» решение:

1п(т it i\ — r2/nn(z f) z
— r~k/nn

где функция и = it(z, t) описывается уравнением

2 С? и /т22п i2fc\ ^^U / 7 2 n—1 t fc —1\ / @u \
2

n = [ak z и + O7i и ) + fiklukz и + bnu 1 (
— 1 +

+akzun (k - 3n - 4) -^ + 2a(n + 2)un+1 = 0.

® Литература: N. Ibragimov A994).

4.1.2. Уравнения с экспоненциальной нелинейностью

,
d2w d2w

, ,
д ( w dw

Частный случай уравнения 4.2.1.1 при f(w) = a, g(w) = bew.

1°. Точное решение:
2

где функция V = V{(,) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

( + bev = 0. После однократного интегрирования имеем

<(<) M{ & = с.

Преобразование (, = е1", г(() = V + С приводит к автономному уравнению первого порядка,

которое легко интегрируется.

2°. «Двумерное» решение:

w(x,y,t) -U(x,t) + 2\ny,

где функция U = U(x, t) описывается уравнением вида 3.2.1.1:

3°. «Двумерное» решение:

w(x,y,t) = u(y,z), z = x2-at2,

где функция и — u(y, z) описывается уравнением

,
/ д2и ди\

, ,
д j u ди\

Н2^ + -87)+ьЪу-Уе ^)=0-
® Литература: N. Ibragimov A994).
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at2 дх V дх) ^
ду\ дУ

1°. Точное решение:

^(x,y,t) = —u{Q, С=р
где функция it = u(Q описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

Преобразование С/(д) = Cu^, q = и
— 1п^ приводит к уравнению первого порядка

2U'g(U -1) + U = 2аЬеч [U'q{U - 1) + U2].
2°. «Двумерное» решение:

w(x,y,t) = f(t) + UnU(^v), *=^. 7?=7б''
где функция / = f(t) описывается автономным обыкновенным дифференциальным уравнением
f['t = ех^, а функция f/ = L/(f, 77) —любое решение уравнения Пуассона

дс/-л = о, Д = ^ + ^-9f2 9i72

Об этом линейном уравнении см. книги А. Н. Тихонова, А. А. Самарского A972), В. С. Влади-

Владимирова A985), А. Д. Полянина B001 Ь).

3°. «Двумерное» решение:

w{x,y,t) = —u{z,t) + —In у, г=—,
ДА ЗГ

где функция и = u(z, t) описывается уравнением

4°. О других точных решениях см. уравнение 2.2.1.3 при f(w) = aeXw, g(w) = beXw.

® Литература: N. Ibragimov A994).

dt2 дх\ дх J ^ ду \ ду

1°. Точное решение:

w(x, у, t) = L/(O + 2 \n{x/t), f = x-V1,

где функция L/ = C/(^) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

[a\2feu + bexv - (Л - 1J?2] U'^ + A(aA?V + bexu) (U^J+
+ ? [аЛ(А - 3N^ - (A - 1)(A - 2)] U[ + 2{aeu - 1) = 0.

2°. «Двумерное» решение:

w(x,у,t) = u(z,t) +2\nx, z = x~sy,

где функция и = u(z, t) описывается уравнением

3е. О других точных решениях см. уравнение 4.2.1.3 при f(w) — aew, g(w) = be w.

(•) Литература: N. Ibragimov A994).
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4.2. Уравнения, содержащие произвольные функции

4.2.1. Уравнения вида ^Щ- = —[fM-^-} + -!r-[9(w)^r-]
Qt2 дх ох ду ду

а2ю
_

а2™ а

dt2 дх2 ду

1°. Точное решение:

w(x,y,t) = 17@. f = (ж2 - at2)y~2,
где функция [7 = L/@ описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

;; = о.

2°. «Двумерное» решение:

w(x,y,t) = u(y,z), z = x2-at2,

где функция и = и(у, z) описывается уравнением

д2и ди \ ,
д Г , , ди

3е. О других точных решениях см. уравнение 4.2.1.3 при f(w) = a.

® Литература: N. lbragimov A994).

. d2w д
2

1е. Пусть и)(ж, у, t) —решение рассматриваемого уравнения. Тогда функции

и>2 = w(a;cos/? — у sin /3, х sin /3 + у cos/3,t),

где Ci, Сг, Сз, Сч, /3 — произвольные постоянные, также будут решениями этого уравнения.

2°. Решение типа бегущей волны в неявном виде:

{к\ + к\) [ /(го) dio - \2w = Ci(kix + к2у + Xt) + C2,

где С\, Сг, k\, k2, X — произвольные постоянные.

3°. Точное решение:
222

где функция U = U(O описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

4°. «Двумерное» решение с осевой симметрией:

w(x>V,t) =u(r,t), r
— i/x

где функция и = u(r, t) описывается уравнением

д2и 1 д Г flu

5°. «Двумерное» решение:

где функция и — и(?, г/) описывается уравнением

2<Э2и 2 92u 5u

6°. О других точных решениях см. уравнение 4.2.1.3 при f{w) = g(w)
® Литература: N. lbragimov A994).
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d2w в

1°. Решение типа бегущей волны в неявном виде:

f[klf{w) + klg{w)] dw - \2w = Ci(fcix + k2y + At) + C2,

где С\, С2, k\, ki, A— произвольные постоянные.

2°. «Двумерное» решение (а, Ъ — произвольные постоянные):

w(x, y,t) = u(z, t), z — ax + by,

где функция и = u(z,t) описывается уравнением вида 3.4.4.4:

д2и д г . . ди¦

3°. «Двумерное» решение (о, Ь — произвольные постоянные):

w(x,y,t) - v(x,O, ? = ау +

где функция v = v{x,?) описывается уравнением вида 5.4.4.8:

4°. Существуют более общие «двумерные» решения вида

W(x,y,t) = U{ZI,Z2), Z\ — CLl

5°. «Двумерное» решение:

где функция V = V(?, г/) описывается уравнением

6°. О результатах группового анализа данного уравнения см. N. Ibragimov A994).

4.2.2. Другие уравнения

Точное решение:

w(x,y,t)

где функции (/?(<), ip(t) описываются системой обыкновенных дифференциальных уравнений

Ф'и = \Ыр

а функция в = в (ж, у) удовлетворяет двумерному уравнению Гельмгольца

О решениях этого линейного уравнения см. книги А. Н. Тихонова, А. А. Самарского A972),
В. С. Владимирова A985), А. Д. Полянина B001 Ь).



188 Уравнения гиперболического типа с двумя пространственными переменными

„ Э2го

1°. Точное решение:

w(x,y,t)

где функции <p(t), tp(t) описываются системой обыкновенных дифференциальных уравнений

Решение первого уравнения дается формулой (Ci, С2 —произвольные постоянные)

/о
Решение второго уравнения, которое линейно относительно ф, для многих функций f(t) можно
найти в книгах Э. Камке A976), В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина B001 а).

2°. Уравнение допускает точные решения следующего вида:

w(x, у, t) = ip(t) + ф(Ь)(А1сЪ.цх + А2 shfix) + x(t)(Bi cos fty + В2 sinfiy),

w(x,y,t) = <p(t) + ^(<)(ylicos fix + A2 sin fix) + x(t)(Bi ch/ij/ + B2 sh/iy),

где Ai, A2, Bi, B2, /i — произвольные постоянные, а функции </>(?), tl>{t), x(t) определяются
путем решения соответствующей системы обыкновенных дифференциальных уравнений вто-

второго порядка (здесь не приводятся).

3°. Уравнение допускает также точные решения вида

w(x, у, t) = v(t) + il>(t)F(x) + x{t)G(y) + v(t)H{x)P(y),

где

F{x) — A\ cos 2fix + A2 sin 2цх, G(y) = B\ ch 2/iy + B2 sh 2/xy,

H(x) = C\ cos fix + C2 sin fix, P(y) = D\ chfiy + D2 shfiy.

Произвольные постоянные Ai, A2, B\, B2, C\, C2, D\, D2, ft связаны двумя соотношениями,

а функции </>(?), ip{t), x{t)> ??(*) удовлетворяют системе нелинейных обыкновенных дифферен-

дифференциальных уравнений второго порядка (здесь не приводятся).

Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

где функции <р = <р(х), ф = ф{у), \ = x(t) описываются обыкновенными дифференциальными

уравнениями (С\, С2 — произвольные постоянные)

[/i(zW,]', + aip\n<f + tfti(i) + Ci]<p = 0,

[Му)Ф'у]'у + аф\пф+ [h2(y) + С2]ф = 0,

Хи ~

аХ In х
- [<?(*) -Ci- C2]X = 0.

Э2го 8
4

Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

w(x,y,t) = <p(t)e(x,y),

где функция <p(t) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением (А
—

произволь-
произвольная постоянная)

<р'и - к<р In <р - Aif = 0, A)

а функция Q(x, у) удовлетворяет стационарному уравнению
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Частное решение уравнения A) дается формулой (В — произвольная постоянная)

а общее решение можно записать в неявном виде (В, С— произвольные постоянные)

I [fc<p2 In <p + (А - \k)if2 + в] ~1/2d<p = C±t.

, ,
ч
a2w . . ,

+ 9i(x,y) -^- + 92 (ж, у)~ + [h(x,y) + s(t)] w + lew In го.
ox ay

Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

w(x,y,t) = <p(t)Q{x,y),

где функция ip = ip(t) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

if'tt -kiflaif- [s(t) + C]if = 0,

а функция в = в(х, у) удовлетворяет стационарному уравнению

, ,
, . д2в

, ,д@, , ,99,

+[h(x,y) + c]e + fceine = о.



5. Уравнения эллиптического типа с двумя
независимыми переменными

5.1. Уравнения со степенными нелинейностями

5.1.1. Уравнения вида —^ + -^- = f(x,y,w)

,
d2w

, п
k

Уравнение теории массопереноса с объемной реакцией n-го порядка в плоском случае. Это

уравнение встречается также в теории горения и является частным случаем уравнения 5.4.1.1

при f(w) = kwn.

1°. Точные решения:

где А, С, Ci, Сг — произвольные постоянные.

2°. Решение типа бегущей волны:

w = uj(?), ? = Ах + By + С,

где зависимость ш(?) задается неявно с помощью формулы

D+ —

(п + 1)(Л2 +

А, В, С, D— произвольные постоянные (п ф —1).

3°. Точное решение:

где С\, Ci — произвольные постоянные, а функция и>(?) описывается обыкновенным диффе-
дифференциальным уравнением

// . 1 / 1 п
We с Н Wf = few .

4°. Автомодельное решение:
2

у

го(а;,г/) = ж
1-" «(?), ? = —,

где функция и(^) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

5°. Точное решение:

^{йу + {уу)\ g,
х — х0

где хо и уо
—

произвольные постоянные, а функция U — U@) описывается автономным

обыкновенным дифференциальным уравнением

решение которого можно представить в неявном виде.
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Частный случай уравнения 5.4.1.1 при f(w)
—

aw + bwn + cu>2n~1. Замена u = w
~n

приводит

к уравнению вида 5.1.4.7:

/ д2и
,
д2и\

,
п Г/ ди \2

,
/ ди \2] ,. . 2

\ ох2 <Эу2 / 1 — п 1\ дх / \ ду J iду

d2W d2W , 2 , 2ч л.

+ ( + )

Частный случай уравнения 5.4.1.2 при f(w) = awn. Преобразование

приводит к более простому уравнению вида 5.1.1.1:

d2w d2w
_

п

dz2
+

~дС2~

Частный случай уравнения 5.4.1.10 при f(z, w) = cz wn.

Частный случай уравнения 5.4.1.12 при /(z, w) = az wn.

d2w
,
d2w в* n

Частный случай уравнения 5.4.1.4 при f(w) — awn.

7.
92w

+
d2w

= kea*-bvwn.
дх2 ду2

Частный случай уравнения 5.4.1.5 при f(w) = kwn.

8. -Й- + -|rv- = k(w
ox-* oy*

Частный случай уравнения 5.4.1.14 при f(u) = кип.

,. , _ », d2w d2w ,f dw dw \
5.1.2. Уравнения вида — + a-^-

= f{x,y,w, —, —)

,
d2w d2w a dw

,
Ь dw n

1 I _______ [ I
___ ______

—

f*1l)
'

дх2
"""

ду2
^

x дх у ду

Частный случай уравнения 5.4.2.2 при /(?, w) — cwn.

_ d2w
,

Частный случай уравнения 5.4.2.4 при /(ж) = Ь, д(х) = с, h(x) = sxn.

. d2W
,
d2W fdw\2 . „ n 2 , m

,
к

dx2 dy2 v dy I

Частный случай уравнения 5.4.2.6 при a = b = 1, f(x) = a, g{x) = h\{x) = ho(x) = p(x) — 0,

q2{x) = @xn, qi(x) = -yxm, qo(x) = цхк.
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d2w
,

d2w I Qw\2
, , 2 , , .

4. ——- + a—— = c( —— +6сго + fcio + s.

92 92 d I

d2w I Qw\
a—— = c( ——

9j/2 \ dy I

2
Пусть A— корень квадратного уравнения beA2 + кА + s — 0.

1°. Если выполнено неравенство 2Abe + к + ab = а2 > 0, то точные решения имеют вид

w(x,y) = А+ [dexp(ax) + C2exp(-crz)] exp( ±y^/^b),

где Ci, C2 —произвольные постоянные.

2°. Если выполнено неравенство 2АЬс + к + ab = —а2 < 0, то точные решения имеют вид

w(x,y) = А + [Ci cos(crx) + C2sin(crx)] exp( ± yy/^b).

3°. О более сложных решениях см. уравнение 5.4.2.5 при f{x) = с, д(х) = fc, ft(a;) = s.

, 0~W ,
0"W n/ 0W \"

, , n 2 , , m , J

9ж2 dy2 \ dy )

Частный случай уравнения 5.4.2.5 при /(ж) = схп, д(х) = kxm, h{x) = sxl.

6. + a^ = ce

dx2 dy2

Частный случай уравнения 5.4.2.5 при /(ж) = се^х, д(х) = ке^х, h(x) — sevx

_ d2w
,
d2w n\fdw\27 + W [{)

Частный случай уравнения 5.4.2.7 при f(w) — awn. Замена

приводит к двумерному уравнению Лапласа для функции U = U(x, у):

д2и д2и
_

дх2 ву2

О решениях этого линейного уравнения см. книги А. Н. Тихонова, А. А. Самарского A972),

В. С. Владимирова A985), А. Д. Полянина B001 Ь).

d2w d2w
8 +

Частный случай уравнения 5.4.2.8 при а = Ь — 1, f(x) = а, д{у) = /3.

92го 82w . ./dw\k

Частный случай уравнения 5.4.2.10 при f(w,u,v) = 0.

5.1.3. Уравнения вида -|-(д-^) + ~|

Уравнения этого вида встречаются в стационарных задачах тепло- и массопереноса и теории

горения. Здесь /i и /2 — главные коэффициенты температуропроводности (они могут зависеть

от пространственных координат х, у или от искомой величины w), g = g(w) — функция
источника, которая задает закон тепловыделения или теплопоглощения. В данном разделе не

рассматриваются простые решения, зависящие только от одной пространственной координаты:

w = w(x) и w — w(y).
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d2w
.

с

Стационарное уравнение Хохлова-Заболоцкой (при a = 1, /3 = 0). Встречается в акустике,

нелинейной механике и теории тепло- и массопереноса. Частный случай уравнения 5.4.4.8 при

f(w) = 1, g(w) = aw + p.

1°. Пусть и)(а;, у) — решение рассматриваемого уравнения. Тогда функция

|J-w(Ciz + С3, С22/ + С<) + ^ (Ц- - l),
где Сь Сг, Сз, С4 — произвольные постоянные, также будет решением этого уравнения.

2°. Точные решения:

w(x, у) = Ау - \А2ах2 + Cix + С2,

w(x,у) = {Ах + В)у - ~^{Ах + ВL + Cix + С2,

w(x,у) = —i[0 + Л2 ±

где Л, В, Ci, Сг, А— произвольные постоянные. Первые два решения линейны по переменной

у, третье решение квадратично по у, четвертое решение является решением типа бегущей
волны.

3°. Точное решение квадратичное по переменной у (обобщает третье решение из п. 2е):

w{x, у) - <р{х)у2 + ф(х)у + х(х),

где функции ip = (р{х), ф = ф(х), \ — х(х) описываются системой обыкновенных дифферен-

дифференциальных уравнений

^х + 6а<р2 = 0, A)

ф'1х + &а<рф = 0, B)

X'L + 2a<fx = -2/3<p - аф2. C)

Нелинейное автономное уравнение A) рассматривается независимо от других уравнений;
его решение можно выразить с помощью эллиптических интегралов. Уравнения B) и C)
решаются последовательно (они являются линейными уравнениями относительно искомых

функций).

Пятипараметрическое семейство решений системы A)-C) имеет вид

Т? ^2(x + Af-^- 1JgLs. - 1аВ1В2(х + А)' - ±«Bl(x 4- А)*,

где А, В\, Вг, С\, Сг — произвольные постоянные.

4°. Точное решение в параметрической форме:

х = Ciwt + C2W + C3t + C4,

у = \Cit2 + C2t - -5-aCiw3 - \{aC3 + pCi)w2 - pC3w + Сь-

5°. Точное решение в параметрической форме:

х = Cit2 + C2wt + C3t + dw - Ci(\aw3 + (iw2) + C5,

У = \C2t2 + C4t - Cit(aw2 + 2{3w) - \aC2w3 - \{aC3 + (iC2)w2 -

13 А. Д. Полянин, В. Ф. Зайцев
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6°. Автомодельное решение (А, В —произвольные постоянные):

. . . х + А

где функция ш(С) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

После однократного интегрирования, приняв w за независимую переменную, для функции
? = ?(ш) получим уравнение Риккати (С

—

произвольная постоянная):

общее решение которого можно выразить через функции Бесселя [см. В. Ф. Зайцев, А. Д. По-

Полянин B001а, стр. 52)].

7°. Точное решение (обобщает последнее решение из п. 2°):

w(x,y) = —f{x)g(y) .

а а

Функции f(x) и д(у) описываются автономными обыкновенными дифференциальными уравне-

уравнениями (А— произвольная постоянная)

fL=Af, (99y)'y = -Ag, D)

которые независимы друг от друга. В результате интегрирования получим решения уравнений

D) в неявном виде

С2±у = f д{-\Ад3 + B2)~1/2dg,
где В\, В2, С\, Съ — произвольные постоянные.

8°. Точное решение (А, В, к — произвольные постоянные):

/3 у+ В
— —

>
^ =

a

где функция F = F(z) определяется путем решения обобщенно-однородного обыкновенного

дифференциального уравнения

2кBк - 1)F - (к + 1)C* - 2)zF'z + (k + lJz2F'z'z + (FF'Z)'Z = 0,

которое допускает понижение порядка.

9°. Точное решение (А, X— произвольные постоянные):

w = —е-2ХхФ(и) -

—, и={у + А)еХх,
а а

где функция Ф = Ф(и) определяется путем решения обобщенно-однородного обыкновенного

дифференциального уравнения

4А2Ф - ЗА2иФ'и + А2и2Ф:и + (ФФ'„)'и = 0,

которое допускает понижение порядка.

10°. Точное решение (А, В, С— произвольные постоянные):

(± + !) ^-, ? = у + В \п(±х + А) + С,

где функция Ф = Ф(?) описывается автономным обыкновенным дифференциальным уравне-
уравнением

6Ф - 5ВФ^ + В2Ф^ + (ФФ^ = 0,

которое допускает понижение порядка.
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11°. Исходное уравнение можно представить в виде системы уравнений
dw dv . . dw dv
— =

—, _(QU) + /?)_ = _.

Преобразование годографа х = x(w,v), у = y(w,v) (w, v принимаются за независимые

переменные, а ж и у
— за зависимые переменные) приводит ее к линейной системе

dy dx . . dx dy

dv dw dv dw

Исключая отсюда у, для функции х = x(w, v) получим линейное уравнение

12°. Пусть w(x,y) — любое решение уравнения Хохлова — Заболоцкой (при а = 1, /3 = 0).
Тогда обыкновенное дифференциальное уравнение

n't't = F(t, и), F(t, и) = ±- (JH-
где

,
х =

j I<р~2/3 dt, y = <p-i/3u-j
ip = <p(t), ф = ф{Ь) — произвольные функции, имеет кубический по производной u't первый
интеграл.

® Литература к уравнению 5.1.3.1: Y. Kodama, J. Gibbons A989), В. В. Козлов A995, стр. 379-381),
В. Ф. Зайцев. А. Д. Полянин B001 Ь).

2
&2w

I
Э ( г dw) -О

дх2 ду \aw + р ду J

1°. Точные решения:
, , -А2х2 + Вх + С /3

w(x,y) =

w{x,y) =

а{Ау + DJ а
'

р2 Ах2 + Вх + С
_ 0_

Аа ch2 (py + q) a
'

р2 Ах2 + Вх -+- С 0

а

Аа cos2 (py + q)
где А, В, С, D, р, q— произвольные постоянные.

2°. Точное решение в параметрической форме:
х = Ciwt + C2w + C3t + С4,

у= ±at2 + C2t --Q-w - -L(aC3-l3
2 a a^

где Ci, Сг, Сз, d, Сь — произвольные постоянные.

3°. О других точных решениях см. уравнение 5.4.4.8 при f(w) = 1, g(w) = (aw
4°. Замена aw + /3 = eu приводит к уравнению вида 5.2.2.1 (в котором сделаны переобозна-
переобозначения координат х <=± у):

9 (Ри8Ц_\. d2U
_

ох \ ox J oyz

d2w
'

дх2

Замена

- +

и =

д

ду

1

а

dw

)=0.^ y/w+P ду

Iw + /3 приводит к уравнению

9 (и ди) I
д2и

= о
dx v dx J ду2

С точностью до переобозначений координат (х +^ у) и искомой функции это уравнение

совпадает с частным случаем 5.1.3.1.

13*
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4. JL[(«ias + Ь1У + С1)Ц] +

Частный случай уравнения 5.4.4.2 при f(w) = fcio".

1°. Решение типа бегущей волны линейное по пространственным переменным:

'
у + В,

где А, В— произвольные постоянные.

2°. Решение типа бегущей волны в неявном виде:

{A2ai + B2a2)w2 + 2(A2/?i + B2fc)w = i{Ax + ByJ + Ci{Ax + By) + C2,

где А, В,С\, C2 — произвольные постоянные.

3°. О других решениях уравнения при 7 = 0 см. 5.4.4.8 при /(го) =aiu) + /?i, g(w) =

6. -?-[(«1* + Ьгу + спи + fci)-|^-] + -jL-[(a.2X + Ь2у + c2w + к2)^-] =0.

Частный случай уравнения 5.4.4.9 при f(w) = c\w + к\, g(w) =. c2w + к2.

дх \ дх ) ду \ ду )

Частный случай уравнения 5.4.3.1 при f(w) = cwk.

1°. Точное решение при пф2,тф2:

w = Ю(О, ? = [ЬB - mJx2-" + aB - nJ?/2-m]1/2.
Здесь функция ги(?) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

го{{ + ~wi
= Bw

, A)

где
¦ 4 — nm _, 4с
^, В =

B-n)B-m)' abB - nJB - mJ
'

2°. Укажем некоторые точные решения уравнения A).
2.1. Уравнение A) при к ф 1 допускает точное решение вида

W — —— ? 1 — к

L B(i~fcJ J ^

2.2. При тп = 4/п из A) получаем точное решение в неявной форме

I-1/2

где Ci, Сг — произвольные постоянные.

2.3. Замена ? = ?1~'4 приводит A) к уравнению Эмдена— Фаулера

R 2Л

Более 20 точных решений уравнения B) для различных значений параметра к приведено в книге

В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина B001 а).

8. -°-(ах»°НЛ + ±.(ье™°^) = его™
дх \ дх ) ду \ ду )

Частный случай уравнения 5.4.3.8 при /(го) = сгота.
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9. J(ae) + (beдх \ дх ) ду \ ду

Частный случай уравнения 5.4.3.6 при f(w) — cwm.

1°. Точное решение при /Зц Ф 0:

где функция w(?) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

2°. Укажем некоторые точные решения уравнения A).

2.1. Уравнение A) допускает точное решение вида

.c(l-mJ

2.2. Замена ? = ?2 приводит A) к уравнению Эмдена— Фаулера

решения которого при тп = —1 и m = —2 приведены в книге В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина

B001 а).

д
10"

дх V" дх )
'

ду \~ ду

1°. При т ф —1 замена U = wm+1 приводит к уравнению вида 5.1.1.1:

д2и
¦
a2u

i , i\rr^rr= а(т + \)и т+1
.

дх2 ду2

«иводит

92V
,
82V nV

2°. При m = —1 замена w = ev приводит к уравнению вида 5.2.1.1:

^^\aU; дх ) ~ду~\
W

ду )
~

1°. Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

w(x,y) = f{x)g(y). A)

Функции f(x) и д(у) описываются автономными обыкновенными дифференциальными уравне-

уравнениями (А — произвольная постоянная)

Unf'X = Abfm+\ (дтд'у)'у = -Аадп+\ B)

которые независимы друг от друга. В результате интегрирования получим решения уравнений
B) в неявном виде

2АЬ „n+m+2 . „ V1/2j, r ,

а/ = С\ ± х,п
[ т(__2Аа_ п+т+2+в\
J \ n + m + 2 )

n + m + 2

где В\, В2, C\, Ci — произвольные постоянные; п + m + 2 ф 0.

2°. О других точных решениях исходного уравнения см. 5.4.4.8 при f(w) — awn, g(w) = bwm.

12. -|- f(aix ^! ^[
Частный случай уравнения 5.4.4.9 при f(w) = c\wn, g(w) = C2Wk.
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5.1.4. Другие уравнения, содержащие произвольные параметры

,
82W 4 92W n 5

1. -5-5- + aw -s-j- =by w .

дх2 ду2

Частный случай уравнения 5.4.5.1 при f(y) = Ъуп.

2. ——- + aw -—— = bepvw .

дх2 ду2

Частный случай уравнения 5.4.5.1 при f(y) = bel3y.

, п d2w m d2w h
3 +Ь

Частный случай уравнения 5.4.5.3 при к = s = 0, /(w) = сшк.

1°. Точное решение при п / 2, т / 2:

«, = «,(f), ^ = [ЬB - mJx2-n + аB - nJ2/2"m]1/2.
Здесь функция w(f) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

u>k + ^-w't = Bwk, A)

где
.

_

Зпт — in — Am + 4 4с

B-n)B-m)
'

abB-nJB-mJ
'

2°. Укажем некоторые точные решения уравнения A).
2.1. Уравнение A) при к ф 1 допускает точное решение вида

р{1 + к + А-Ак)ЛТ^Т^=

Г 2A + fc + А - Л*;) I Т=Т

L ва-fcJ J

4п — 4
2.2. При т = из A) получаем точное решение в неявной форме

Зп — 4

л< 2сCгг
]

где С\, Сг — произвольные постоянные.

2.3. Замена ? = ?1-д приводит A) к уравнению Эмдена— Фаулера

w'^ = "С77/ B)

Более 20 точных решений уравнения B) для различных значений параметра к приведено в книге

В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина B001 а).

„ Э2го я-и d2w ™

4. ах —h be — = сги .

дх2
^

ду2
Частный случай уравнения 5.4.5.7 при к = s = 0, /(го) = cwm.

_ я» 92го „„ 92го ,,,

5. aep 2 + beF" 2
= его .

Частный случай уравнения 5.4.5.5 при к = s = 0, /(го) = его .

1°. Точное решение при /?/i / 0:

«, = «,(?), f =(V2e^ + a/)VMI/!,

где функция го(^) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

wec + —wc=Aw ,
А = . A)
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2°. Укажем некоторые точные решения уравнения A).
2.1. Уравнение A) допускает точное решение вида

2.2. Замена С = ?
2
приводит A) к уравнению Эмдена— Фаулера

-— 3 m
С го ,

решение которого при т = 3 приведено в книге В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина B001 а).

( d2w ,
d2w \ { dw\2 { dw\2 я

Замена го = еи приводит к уравнению вида 5.2.1.1:

/ Э2го
,

Э2го \
, \( дги \2

, ( dw \21 2 , л
7. го — +¦ —— + о- + = aw + 3w + 7.\ дх2 ду2 J LV дх J ^

\ ду J 1
и '

1°. Решения типа бегущей волны при аA + а) > 0:

w(x,y)=Ai + B1chz, 2=./—^ Iх + 2i/
+c

V 1 + G /t.2 , 1.2

4 -
/? 1 + g

R _+ //3A + <г) 7A +«г)
1-

а 1 + 2а
' V

1+а \А?+^

Л2 = -?-1±^_1 В2 = ± /7A + ^)
_

/32(l + of
Ot I + 2G

где fci, fc2, С— произвольные постоянные.

2е. Решения типа бегущей волны при аA + а) < 0:

A = -i._L±?_

где fei, /сг, С— произвольные постоянные.

3°. Точное решение (Ci, С2 — произвольные постоянные):

где функция w(r) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

ww"T H ww'r + a(w'r) — aw2 + /3w + 7.

4°. При 7 = 0 помимо решений, приведенных в пп. 1°-3°, можно указать другие точные

решения. Для этого в исходном уравнении следует сделать замену w = и2. В результате имеем

21

\

= и2

2
и

Это уравнение является частным случаем рассматриваемого уравнения. Поэтому его решения

можно получить с помощью приведенных в пп. 1°, 2° формул, в которых следует переобозна-
переобозначить го -»• и, а -»• 1 + 2сг, а -»• уа, /? -> 0, 7 -+ у/?.
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5°. Точные решения при а = 0:

где &i, к2, С, С\, Сг — произвольные постоянные.

d2w a dw dw d2w
_

'

ду*
+
7 ду дх дх1

~
'

Это уравнение при Ъ < 0 описывает трансзвуковое течение газа.

Точное решение:

w{x,y) = <pi(y) + (р2(у)х3/2 + ipz(y)x3,
где функции <рк = ipk {у) описываются системой обыкновенных дифференциальных уравнений

Vi + —Vi + -г6^ = 0,

^2 Н <р'2 + —Ь(Р2<РЗ = 0,

где штрихи обозначают производные по у.

2". Точное решение в виде полинома третьей степени по х:

w{x,y) = t/>i(y) + ip2{y)x + -фз{у)х2 + -ф4{у)х3,

где функции фк = фк (у) описываются системой обыкновенных дифференциальных уравнений

ф" + -ф[ + 2Ъф2фз = О,

Ф2 + ~Ф'2 + 26B^1 + Зф2ф<) = 0,

Ф'з + -Ф'ъ + Шфгфл = 0,

Ф'1 + —Ф\ + 18bt/>4 = 0.

3°. Точное решение:

w{x,y) =?{у)+т){у)в{х).

Здесь функции ?к = Ск (у) описываются системой обыкновенных дифференциальных уравнений

Vyv + —Vy +ЬСц]2 = 0,

где С\, Ci — произвольные постоянные, а функция в = в{х) удовлетворяет автономному

обыкновенному дифференциальному уравнению

Его решение можно представить в неявной форме

-2~С\в + 002$ 4" O3J UP = X + О4)

где Сз, С?4 — произвольные постоянные.

© Литература: С. С. Титов A988), S. R. Svirshchevskii A995).
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5.2. Уравнения с экспоненциальными нелинейностями

5.2.1. Уравнения вида —— + —— = f(x,y,w)
ох* оу*

1. *? +

Это уравнение встречается в теории горения и является частным случаем уравнения 5.4.1.1 при

f(w) = ae0w.

1°. Точные решения:

где А, В, С— произвольные постоянные.

Пример. При а = /3 = 1 краевая задача в круге г = ^/я2 + у2 ^ 1 с граничным условием «"|г=1 = 0

имеет два решения

Первое их них ограничено внутри круга г ^ 1, а второе— имеет сингулярную особенность на окружности
г = 1/Vk.
© Литература: Д. А. Франк-Каменецкий A987), В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин A996).

2°. Точное решение при а = —1, C = 1:

Ifjl't' if) ^z In ¦ ' ¦

где Ci, C2, k, rn— произвольные постоянные.

® Литература: С. Н. Аристов A999).

3°. Общее решение:

«,(г И -
-

2
1л

где Ф = Ф(г) — произвольная аналитическая (голоморфная) функция комплексного перемен-

переменного z = х + гу с отличной от нуля производной, чертой обозначена комплексно-сопряженная
величина.

® Литература: И. Н. Векуа A960), И. X. Сабитов B001).

4°. Исходное уравнение связано с линейным уравнением

преобразованием Беклунда

i^ I/»i B)

C)

Пусть имеется (частное) решение U — U{x,y) уравнения Лапласа A). Тогда B) можно

рассматривать как обыкновенное дифференциальное уравнение первого порядка относительно
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w = w(y) с параметром х. Оно приводится к линейному уравнению с помощью замены

z = exp(— \j3w). В результате получим

w =

-jF
- |-1п

при интегрировании x считается параметром, к = (уа/3I'2. Функция Ф(х) определяется после

подстановки этого выражения в уравнение C).
© Литература: Р. Буллаф, Ф. Кодри A983).

дх2 ду2

Преобразование

w{x,y) = u(x,y) + k, k=-^gln
—

приводит к уравнению вида 5.3.1.1:

д2и

3 ? = А^^
дх2 ду2

Замена U = ах + fly + fj.w приводит к уравнению вида 5.2.1.1:

дх2

d2W
^

d2W
д^

QX2
¦

Qy1
— ~ ¦

Замена U = аху + /Зх + ^у + fiw приводит к уравнению вида 5.2.1.1:

d2U d2U

Эх2
+

ду2
'

Преобразование
z = \{х2 -у2), ( = ху

приводит к более простому уравнению вида 5.2.1.1:

dz2 дС,2

5.2.2. Уравнения вида ±.(fl%) + ±-{h!?) = g{w)

Уравнения этого вида встречаются в стационарных задачах тепло- и массопереноса и теории

горения. В данном разделе не рассматриваются простые решения, зависящие только от одной

пространственной координаты: w = w(x) и w = w(y).

, d2w
,

a t Bw dt
h

дх2
'

ду Vя- ду
1°. Точные решения в виде суммы функций разных аргументов:

w(x, у) = 1 \п(-аА2У2 + By + C)~j Ы(-аАх

, у) = 1

By + С) + 1

где А, В, С, D, р, q
—

произвольные постоянные.
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2°. Решение типа бегущей волны:

где зависимость w(?) задается неявно с помощью формулы (А, В, ц — произвольные постоян-

постоянные)
0

3°. Автомодельное решение (Ь, с— произвольные постоянные):

w = w(C) c = ^+1
У + с'

где функция и>(?) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением
//¦2 ' V , I $w I \l n

(С U)c)c + iae wa< - °-

Последнее допускает первый интеграл

Принимая w за независимую переменную, для функции ? = ((w) получим уравнение Риккати

CC,W = С + ае ,

решение которого выражается через функции Бесселя.

д

~дх \Х ~дх ) '

ду V ду

Частный случай уравнения 5.4.3.1 при f(w) = cePw.

1°. Точное решение п / 2, т ф 2:

и, = to(?), ? = [6B - m)V~n + aB - nJy2"m]1/2.
Здесь функция w = w(?) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

w^ H w^ = Вер
, A)

где
. 4 — nm _ 4с

B - п)B - т)
'

abB - пJB - тJ
'

2°. Укажем некоторые точные решения уравнения A).
2.1. Уравнение A) при А / 1 допускает точное решение вида

4 сп2
2.2. При Л = 0, что соответствует т =

—, В = — —, из A) получаем еще несколько
п ао\2

— пр
семейств точных решений исходного уравнения:

w(t) = — 1

где Л, С, Сх, Сг — произвольные постоянные.

2.3. При А = 1, что соответствует m
= —

,
из A) получаем другое семейство точных

решений исходного уравнения:

4с(п-1J
f С), В =

где С — произвольная постоянная.
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3. Jae) + (beдх \ дх ) ду V ду

Частный случай уравнения 5.4.3.6 при f(w) — ceXw.
Точное решение (Зц Ф 0:

Здесь функция w(?) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

которое допускает точное решение

д ( п dw \ 8 ( яу dw\ Xxv
4. ax ——- + —— bepv = се

дх \ дх J ду \ ду J

Частный случай уравнения 5.4.3.8 при f(w) = ceXw.

0.
д ( Bwdw\ ,

д (, .,„, dw \
_

ву J

1°. Точное решение в виде суммы функций разных аргументов:

Здесь функция <р(х) и ф(у) описываются автономными обыкновенными дифференциальными
уравнениями (А— произвольная постоянная)

B)

которые независимы друг от друга. В результате интегрирования получим решения уравнений

B)в неявном виде

Г
&1Ф Г_

J L

2

=Сзe +
/3 + 7

где Bi, i?2, Ci, C2 — произвольные постоянные; C + -) Ф 0.

2°. О других точных решениях исходного уравнения см. 5.4.4.8 при f(w) = ое*3™', p(w) = be7

5.2.3. Другие уравнения, содержащие произвольные параметры

ви) ви) a 0tt) b ви)
_ pw

'

дх2 ду* ~х ~~дх
+

~у~ ~ду~
~ Ce '

Частный случай уравнения 5.4.2.2 при f(t;,w) = ce®w.

+\~-)
Частный случай уравнения 5.4.2.7 при f(w) = ael3w.

Замена U = / exp ( e J dw приводит к двумерному уравнению Лапласа для функции

U = U{x,y):
д2и д2и

_

дх2
+

ду2
~

О решениях этого линейного уравнения см. книги А. Н. Тихонова, А. А. Самарского A972),

В. С. Владимирова A985), А. Д. Полянина B001 Ь).
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1°. Точные решения:

w(x, у) = Аху + By + Cx + D,
1 sh2(Ay +в2

;2sl
с2

с2

(у+ •

Т+
COS2(^

sSh2(A

АJ

АJ
Е + С) J
1у + В)

It в)-

1 Г С2 sh2
l

где А, .В, С, i?— произвольные постоянные.

2°. Автомодельное решение:

w = w(z), z = y/x,
где функция w(z) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

Частный случай уравнения 5.4.5.3 при f(w) = се'3".

1°. Точное решение при п ф 2, т ф 2:

Ш = Ш(О, ?=[6B-m)V-n+aB-n)y-m]1/2.
Здесь функция ш(?) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

w'U + А^ = Be'», A)

где
.
_

Зпт — in — Am + 4 _

_

4с

B - п)B - т)
'

аЬB - пJB - тJ
'

2°. Укажем некоторые точные решения уравнения A).
2.1. Уравнение A) при А ф 1 допускает точное решение вида

-._.„ 4п —4„ сCп — 4J .,.

2.2. При А = 0, что соответствует т
—

———, В = ——
—г, из A) получаем еще

Зп — 4 аоB — пL
несколько семейств точных решений исходного уравнения:

wit) = — ]

wit) = ¦— 1

wit) = — ]

где Л, С — произвольные постоянные.

2.3. При А = 1, что соответствует m
=

, из A) получаем другое семейство точных

решений исходного уравнения:

где С
—

произвольная постоянная.
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Частный случай уравнения 5.4.5.5 при к = s = 0, f(w) = се'3'".
Точное решение при /Зр / 0:

w = tu(O, ? = (fyV^ +e|3Je-|"I/2.
Здесь функция w(§) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

которое допускает точное решение

w .-!,„(->').
п 82W ву 82W

6. ах —г- + Ьери——- = се

ва:2 ву2

Частный случай уравнения 5.4.5.7 при к = s = 0, f(w) = ceXw.

5.3. Уравнения, содержащие другие нелинейности

5.3.1. Уравнения с гиперболическими нелинейностями

Частный случай уравнения 5.4.1.1 при f(w) = ash(pw).
1°. Решение типа бегущей волны:

w = w(z), г = Ах + Ву + С,

где зависимость w(z) задается неявно с помощью формулы

А, В, С, D— произвольные постоянные.

2°. Точное решение:

где С\, Сг —произвольные постоянные, а функция ш(?) описывается обыкновенным диффе-
дифференциальным уравнением

3°. Точное решение:

W(xl2/)

где функции / = f(x) и g
— g(y) описываются автономными обыкновенными дифференциаль-

дифференциальными уравнениями первого порядка

где А, В, С— произвольные постоянные.

4°. Исходное уравнение связано с уравнением (см. 5.3.3.1)

д2и д2и

преобразованием Беклунда

© Литература: Р. Буллаф, Ф. Кодри A983), А. С. Wing, H. H. Cheb, Y. С. Lee A987).
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Частный случай уравнения 5.4.1.2 при f(w) = ash(/3w).

Частный случай уравнения 5.4.1.2 при f(w) = ach(/3w).

. 82w
,
82w Sa

Частный случай уравнения 5.4.1.4 при f(w) = ash(Aui).

. 82w
,
82w n [/8w\2 /dw\2

Частный случай уравнения 5.4.2.7 при /(uj) = achn(/3u>).

dx \ 8x J 8y \
"

By I
v '

Частный случай уравнения 5.4.3.1 при f(w) = ksh(/3w).

7. aep — + — beMW = fcsh(Aiu).
Si \ 8x J 8y \ 8y ) K '

Частный случай уравнения 5.4.3.6 при f(w) = &sh(Aw).

ду L VM у
ву Jду

Частный случай уравнения 5.4.4.8 при /(ui) = 1, g(w) = асЬ(/Зш).

5.3.2. Уравнения с логарифмическими нелинеиностями

,
82w

1

Частный случай уравнения 5.4.1.1 при f(w) = aw\n(/3w).
Сделав замену U = ln(/3w), получим уравнение с квадратичной нелинейностью

d2U d2U ( dU \2 (dU\2 TT
...

j_ _i- I 1 -4- I 1 — rvTJ ill

1°. Уравнение A) имеет точныерешения полиномиального вида:

Щх, у) = \а{х + АJ + \а{у + ВJ + 1,

I7(i, у) = А

где А, В, С— произвольные постоянные.

2°. Уравнение A) имеет решение типа бегущей волны:

Здесь функция F = F{?) задается неявно с помощью формулы

где А, В, С, D — произвольные постоянные.
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3°. Уравнение A) имеет решение в виде суммы функций различных аргументов:

U(x,y) = f{x)+g(y).

Здесь функции / = f(x) и д
= д(у) задаются неявно с помощью формул

А2±у = f{B2e-29 +ag- \a)~1/2dg,
где Ai, Bi, A2, B2 — произвольные постоянные.

4°. Уравнение A) имеет более сложные решения в виде суммы функций различных аргументов:

U(x,y) = /(?) +д{т]), ? = xcos/3 -ysinp, г) = х sin /3 + у cos /3,

где функции /(§) и g(rj) определены в п. 3°, /3 — произвольная постоянная.

5°. Исходное уравнение имеет точные решения вида

w = Ш(С), С = V(x + C02+(y + C2J,

где Ci, Ci —произвольные постоянные, а функция w(() описывается обыкновенным диффе-
дифференциальным уравнением

w'?<; H w'^ = aw\n(f3w).

© Литература: J. A. Shercliff A977), А. Д. Полянин, А. В. Вязьмин, А. И. Журов, Д. А. Казенин A998).

+  "= aw ln w

Частный случай уравнения 5.4.1.8 при f(x) = Ьх11, д(у) = сук.

Частный случай уравнения 5.4.1.2 при f{w) =

. 82w
,
82w 0a. .. .

Частный случай уравнения 5.4.1.4 при f(w) = a\n(Xw).

. 82w
,
82w

, . . . .

5. + = ахги + Ьги ln ги .

Это уравнение используется для описания некоторых течений идеальной стратифицированной

жидкости. Оно является частным случаем уравнения 5.3.2.6 при к = а2 = ао = 0.

1°. Точное решение:

где С — произвольная постоянная.

2°. Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

w(x,y) = (р(х)ф(у),

где функции <р = tp{x), ф = ф(у) описываются системой обыкновенных дифференциальных
уравнений (С — произвольная постоянная)

4>Lx = Мп М + {ах + С)<р,

фуУ=Ъф\п\ф\-Сф.

© Литература: В. К. Андреев, О. В. Капцов, В. В. Пухначев, А. А. Родионов A994, стр. 183-185).
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d2w д2го к дго . 2 , , ч , ,
, ,

,

6. -—— + —-—Н —- = (а2х + aix + ao)w + bw\n \w\.
ox* oy* x дх

Уравнение Грэда — Шафранова при к = — 1, <ц = ао = 0. Это уравнение используется

для описания некоторых установившихся осесимметричных движений (с закруткой) идеальной
жидкости. Оно встречается также в физике плазмы.

1°. Точные решения при oi = 0:

w[x,y) = ехр[Лх2 + j(y + ВJ + jA(k + 1) - %L + i], A = 1 F ± ч/б2 + 16a2 ),
где В — произвольная постоянная.

2°. Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

w{x,y) = <р(х)ф(у),

где функции ц> — <р(х), ф — ф(у) описываются системой обыкновенных дифференциальных
уравнений (С— произвольная постоянная)

<Рхх Н <Рх = bipln \ip\ + (п2Х2 + а\х + а0 + С7)у,

© Литература: G. Rosen A969), В. К. Андреев, О. В. Капцов, В. В. Пухначев, А. А. Родионов A994,

стр. 174-182).

_ dw d2w a dw Ь 8w

дх2 ду2 х дх у ду

Частный случай уравнения 5.4.2.2 при f(?,w) = cwn \n(/3w).

дх2
'

ду2
v^ 'l\dx ) 1\ду

Частный случай уравнения 5.4.2.7 при f(w) = a\nn(f3w).

9i?w д_Г1пП д^1=0_
Частный случай уравнения 5.4.4.8 при f{w) = 1, g(w) = alnn(/3w).

.„
д

Iе. Точное решение:

аг а2 а\ а\
где функция w(?) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

2°. Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

w(x,y) =<р(х)ф(у),

где функции <р(х), ф{у) описываются обыкновенными дифференциальными уравнениями (С

произвольная постоянная)

[{ахх + 6i)?>z]'z - kip\n{py) +C<p = 0,

[{а2у + Ъ2)фу}'у - кфЬхф - Сф = 0.

11. —— \(aix + bxy + ci)——1 + —— |(a2x + b2j/ + c2)-^-l = kwlnw.
ox l дх J ду l ду J

Частный случай уравнения 5.4.4.2 при f(w) =

12. _«_fax»^ + ±.(by™°?L) =kln{0w).
дх\ дх J ду V "

ду J KH '

Частный случай уравнения 5.4.3.1 при f(w) = k\n(/3w).

14 А. Д. Полянин, В. Ф. Зайцев
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дх V ax ) ду V v
ay J

Частный случай уравнения 5.4.3.1 при f(w) = kwlnw и частный случай уравнения 5.4.3.9 при

f(x)=axn,g(y) = bym.

14. [аер А Ье^у = fcln(Aiu).
дх \ дх ) ду \ ду )

v '

Частный случай уравнения 5.4.3.6 при f(w) = kln(\w).

1С
в { /3* dw \ д [, иу dw \ .

15. —— аер -^ ( Ъегу—— = fctulntu.
вж V дх ) ду\ ду )

Частный случай уравнения 5.4.3.6 при f(w) = kwlnw и частный случай уравнения 5.4.3.9 при

5.3.3. Уравнения с тригонометрическими нелинеиностями

,
d2w

,
d2w

1 + = asin(/3ti>).

Частный случай уравнения 5.4.1.1 при f(w) = asin(/?u;).

1°. Решение типа бегущей волны:

w = w(z), z = Ax + By

где зависимость w(z) задается неявно с помощью формулы

А, .В, С, D— произвольные постоянные.

2°. Точное решение:

где Ci, Сг — произвольные постоянные, а функция w = u)(^) описывается обыкновенным

дифференциальным уравнением

u)j^ н w'z = asm(/3w).

3°. Точное решение при а — /3 = 1:

ш(ж, у) = 4 arctg Fctg А^——-1,
L СП G J

_, cos А ,

тъ \ r~i
sin Л

F(B) G

где А, В— произвольные постоянные.

© Литература: Р. Буллаф, Ф. Кодри A983).

4е. Решения более общего вида

w(x,y) - -j-arctg [/(a:)g(j/)],

где функции / = f(x) и д = д(у) описываются автономными обыкновенными дифференциаль-
дифференциальными уравнениями первого порядка

где А, В, С— произвольные постоянные.
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. d2w
,
dw .„ ,2. —-=- + -—г- = acos(/3iu).

вж2 ду2

Замена Cw = /Зи + утг приводит к уравнению вида 5.3.3.1.'

+ (/3)

Частный случай уравнения 5.4.1.2 при f(w) = asin(/3w).

. d2W
,
d2W .1,1, .„ s

~д^ +
~W

= a(x +v) cos№wy

Частный случай уравнения 5.4.1.2 при f(w) = acos(/3w).

. d2w
,
d2w fl- • /X ч

5 + ? (A)

Частный случай уравнения 5.4.1.4 при f(w) = asin(Au;).

, d2w
,
d2w

Частный случай уравнения 5.4.2.7 при /(ш) = acos(/3w).

Частный случай уравнения 5.4.3.1 при f(w) = ksin(/3w).

дх\ дх ) ду V ду J v '

Частный случай уравнения 5.4.3.6 при f(w) = fcsin(Aw).

9. ^- + _^_ГасО8"(/Зги)-^-1 = 0.
дх2 ду I ' '

ду J

Частный случай уравнения 5.4.4.8 при f(w) = 1, g(w) = acosn(/3w).

5.4. Уравнения, содержащие произвольные функции

5.4.1. Уравнения вида Лги = /(ж, у, го)

Уравнение теплопроводности с нелинейным источником.

1°. Пусть w = w(x, у) —решение рассматриваемого уравнения. Тогда функции

¦Ш2 = w(xcos/3 — у sin/?, i sin/? + ycos/3),

где Ci, Сг, /3 — произвольные постоянные, также будут решениями этого уравнения (знаки в

wi выбираются независимо друг от друга).

2°. Решение типа бегущей волны в неявном виде:

J[C+ -XT^TF(W)} ~l'2<iw = Ax + By + D, F(w) - I f(w) dw,

где A, B, C, D— произвольные постоянные.

14*
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3°. Точное решение:

где Ci, Сг — произвольные постоянные, а функция w = w(Q описывается обыкновенным

дифференциальным уравнением

ii)^ н w?
= j{wj.

4°. О точных решениях этого уравнения для некоторых зависимостей f(w) см. 5.1.1.1, 5.2.1.1,

5.3.1.1, 5.3.2.1, 5.3.3.1 и разд. А.3.3-2 (пример 13).

. 82W
,
82W . 2 , 2ч.., ч

1°. Точное решение:
w = w{r), г = л/х2 + j/2,

где функция w = ш(г) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

// , 1 / 2 _г / ч

u;rr Н wr = г f(w).

2°. Автомодельное решение:

Здесь функция w — w(?) описывается автономным обыкновенным дифференциальным уравне-

уравнением

Ч'с = /И,
общее решение которого можно представить в неявной форме

f[Ci +2F(w)]~1/2dw = C2±C F{w)= f f(w)dw,

где С\,С2 — произвольные постоянные.

3°. Точное решение:

w = w(z), z= \{x2 -у2).
Здесь функция w = w(z) описывается автономным обыкновенным дифференциальным уравне-
уравнением

общее решение которого можно представить в неявной форме
г

f(w)dw,f[Ci+2F{w)}~U2dw = C2±z, F(w)= f

где С\, Сг — произвольные постоянные.

4°. Преобразование

z = у(х2 - у2), С,=ху

приводит к более простому уравнению вида 5.4.1.1:

d2w d2w
,

.

^r
+
^г

= /(-)•

Это уравнение для произвольной зависимости / = f(w) допускает точное решение типа бегущей

волны w = w(Az + BQ, где А, В — произвольные постоянные.

1°. Точное решение:

w = w(r), г = у/х2 + у*,
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где функция w = w(r) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением
1

2°. Пусть к = ±1, ±2, ... Преобразование

z=\{x2-y2), C,=xy при к = 1,
— I* ОХ (/ I. L —• "q"iOX 1/

—

и ) IIUH /v —— ?i.

z = т^-, С= Л 9 при fc = -2

приводит к более простому уравнению вида 5.4.1.1:

д2ги д2ги
0)

Это уравнение для произвольной зависимости / = /(го) допускает точное решение типа бегущей

волны w = w(Az + В?), где А, В— произвольные постоянные, и решение вида го = w(z + С2).
В общем случае для любого целого к ф — 1, преобразование

_
(ж + гу)^1 + (д - гу)*+1

_
(ж + ty)*+' -(х- гу)*+1 .2

_ , ,„

приводит к уравнению A). Из формул B) следует связь:

3°. Пусть к — произвольная постоянная (к / —1). Преобразование

] C)

где х = rcosip, у = rsinyj, приводит к более простому уравнению A). При к = ±1, ±2, ...

преобразование C) совпадает с преобразованием B).

d2w Ssu,/ n

1°. Существует решение, зависящее от одной переменной го = w(x).

2°. Преобразование

и(х, у) = ехр(±-рх) cos(±Cy), v(x, у) = ехр(|/?ж) sin(-|-/
приводит к более простому уравнению вида 5.4.1.1:

Это уравнение для произвольной зависимости f — f{w) допускает точное решение типа бегущей
волны w = w(Au+ Bv), где А, В— произвольные постоянные, и решение вида w = tt)(u2 + v2).

Представим показатель экспоненты в следующем виде:

ах — by — f3(xcosa — у sin ст); /3 = ^а2 +b2, cosa = a//3, sin а = Ь/р.

Преобразование
? = х cos a

—

у sin tr, rj = х sin а Л- у cos сг,

приводит к уравнению вида 5.4.1.4:
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, d2w
,
d2w

.,
.
0W

Пусть f(x, у) = ?|F(z)|2, где е = ±1, F = F(z) — заданная аналитическая функция комплекс-

комплексного переменного г = х + гу.

1°. Общее решение:

w(x,y)-~j\n щ^{
,

где Ф = Ф(г) — произвольная аналитическая (голоморфная) функция комплексного перемен-

переменного z = х + гу с отличной от нуля производной, чертой обозначена комплексно-сопряженная

величина.

2°. Другое представление общего решения при /? =
— 2:

Здесь голоморфные функции ip = ip(z) и ф = ip(z) определяются по формулам

где \а\ = 1, С ф 0 —любое, «о —произвольная точка, Ф = Ф(г) —произвольная голоморфная

функция, удовлетворяющая условию, что в любой точке z = z», в которой Ф(г.) = 0, должно
быть Ф'B«) = ±\aF{zt). Последнее условие, в частности, означает, что функция Ф может

иметь только простые нули.

© Литература: И. X. Сабитов B001).

= awlnw + f№w-

Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

w(x,y) = ip(x)ip(y),

где функции <fi(x), ф{у) описываются обыкновенными дифференциальными уравнениями

<РхХ
- [о In ip + f(x) + С] ^ = 0,

фуУ-(а\пф-С)ф = 0,

С— произвольная постоянная.

8" ~d^k + IJ^T = awlnw + [f(x)+g(y)]w.
Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

w(x,y) = <р(х)ф(у),

где функции <р{х), ф(у) описываются обыкновенными дифференциальными уравнениями

+ g(y) - С]ф = 0,

С— произвольная постоянная.

9" ~Qvk + !Г^~ ~ f(x)wlnw+ [af(x)y + g(x)]w.

Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

w(x,y) =e~ay<p(x),

где функция <р(х) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

[д(х)-а2]ч>.
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Точное решение:

го = го(?), ? = ах + by,

где функция ю(§) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

(а2 +Ь2К'С = /(?,«;).

= Пх +у >w)-

1°. Пусть w = w(x, у) — решение рассматриваемого уравнения. Тогда функции

ил = ш(±х + С\, ±у + Сг),
гиг = w(x cos /3 — у sin /3, х sin /3 + j/ cos /3),

где Ci, C2, /3 — произвольные постоянные, также будут решениями этого уравнения (знаки в

w\ выбираются независимо друг от друга).

2°. Точное решение:
w = w&), ? = (*2 + г/2I/2,

где функция ги(?) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

<4 + 1ц = /(?».

1°. Автомодельное решение:
ю = го (С), С = ху,

где функция ю(?) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

2°. Преобразование
z=±(x*-y2), C = *y

приводит к более простому уравнению

1°. Точное решение:

w = w(z), z= \{x2 -у2),
где функция го (г) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

2°. Преобразование

приводит к более простому уравнению

d2w

14. -|^- + -|-^- = /(го + Дцж2 + А12ху + А22у3 + Вхх + В2у).

\2ху + Л22У

+

Замена U = го + Ацх2 + А\2ху + Л22У + Bix + В2У Приводит к уравнению вида 5.4.1.1:
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-,,-,, d2w , d2w ,/ dw dw \
5.4.2. Уравнения вида a— + Ь— = f(x,y,w, —, —)

d2w

Это уравнение описывает стационарные процессы тепло- и массопереноса и горения в неодно-

неоднородных (анизотропных) средах. Здесь а и Ь—главные коэффициенты температуропроводности,

/ = f(w) — кинетическая функция, которая задает закон тепловыделения.

Преобразование ? = х/л/а, r\ = yj\fb приводит к уравнению вида 5.4.1.1:

d2w d2w
_

.

. d2w 82w a dw Ь dw ., 2 , 2 \l + + + № +yw)

Точное решение:

w = w(O, S=(x2 + y2I/2,
где функция w(?) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

w +w = /E «>)

+ *()

Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

w(x,y) — <р(х)ф(у).

Здесь функции <р(х) и ф(х) описываются обыкновенными дифференциальными уравнениями

Ьф'у'у — /2(у)ф'у + кф1пф + [рг(у) — С]Ф,
где С— произвольная постоянная.

, B2w
,

82w

Точное решение квадратичное по переменной у:

w(x,y) - ip{x)y2 +ф{х)у + х(х)- (!)

Здесь функции <р(х), ф(х) и х{х) описываются системой обыкновенных дифференциальных
уравнений второго порядка с переменными коэффициентами (аргументы у функций /, д, h не

указываются)

fxx = 4/у? + gip, B)

x'L = 9Х + ?ф2 +h- 2aip. D)

Если удается найти решение ц> — <fi(x) нелинейного уравнения B), то функции ф = ф(х) и

Х~х(х) определяются последовательно из уравнений C) и D), которые линейны относительно

Ф их-

Из сопоставления уравнений B) и C) видно, что уравнение C) имеет частное решение

ф = tp{x). Поэтому его общее решение дается формулой [В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин B001 а)]

dx , г,

Отметим, что уравнение B) имеет тривиальное частное решение ip(x) = 0, которому

соответствует решение A), линейное по переменной у. Если функции / и д пропорциональны,

то частное решение уравнения B) определяется формулой у? = —\g/f (у = const).
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1°. Точное решение:

w(x,y) = <р(х) + ф(х)ехр(±уу/Ц)), Ь<0, A)

где функции ip(x) и ф{х) описываются системой обыкновенных дифференциальных уравнений
второго порядка с переменными коэффициентами (аргументы у функций /, g, h не указываются)

'L2gv+ h, B)

+ 9 + <*)ф. C)

Если удается найти решение у? = у>(а:) уравнения B), то функцию ф = ф(х) можно получить

путем решения уравнения C), которое линейно относительно ф.
Если функции /, д, h пропорциональны:

g = af, h = /3f (a,/3 = const),

то частные решения уравнения B) имеют вид

<p
= ki, <p=k2, D)

где ki, fc2 — корни квадратного уравнения bk2 + ak + /J = 0. В этом случае уравнение C)

записывается так:

ф'1х = [{2Ъкп + а)/ + аЪ]ф, п = 1, 2. E)

В книгах Э. Камке A976), В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина B001 а) приведено много точных

решений линейного уравнения E) для различных зависимостей / = f(x). В частном случае

/ = const общее решение уравнения E) является суммой экспонент (или синуса и косинуса).

2°. Точное решение более общего вида:

у)(х,у) = ч>(х)+ф(х)[Аехр(уу/Ш)+Вехр(-у\/-Ь)], Ь < 0, F)

где функции <р(х) и ф(х) описываются системой обыкновенных дифференциальных уравнений
второго порядка с переменными коэффициентами

дф + аЬф.

Отметим два частных случая решения вида F), которые выражаются через гиперболические
функции:

Ш(х,у) = <р(х)+ф{х)сЦу^/Ц>), А=\,В=\,
w{x,y) = ip(x) + ф(х)8к(уу/=Ь), А=\, В = -\.

3°. Точное решение (с — произвольная постоянная):

ь)(х,у) = 1р{х) + ф{х)соъ(уу/Ъ + с), Ь>0, G)

где функции <р(х) и ф(х) описываются системой обыкновенных дифференциальных уравнений
второго порядка с переменными коэффициентами

Фхх = 2bfynp + дф + аЬф.

® Литература: В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин A996, стр. 488).

/ \ 01»
.

[hi{x)y + ho(x)]~- + p(x)w + qi{x)y1 + qi(x)y + qo(x).

Уравнение имеет точное решение квадратичное по переменной у:

w{x, у) = ip(x)y2 + ф(х)у + х(х).
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_ d2w
,
d2w

7- + J-
Замена

dw
~

приводит к двумерному уравнению Лапласа для функции G = С^(х, у):

д2и д2и
_

дх2 ду2
~

'

О решениях этого линейного уравнения см. книги А. Н. Тихонова, А. А. Самарского A972),

В. С. Владимирова A985), А. Д. Полянина B001 Ь).

d2w
,
d2w

„

Точное решение в виде суммы функций разных аргументов:

w(x,y) = <p{x) + ip(y).

Здесь функции <р{х) и ф(х) описываются обыкновенными дифференциальными уравнениями

где С— произвольная постоянная.

d2w , .

^ ^ +kw.

Точное решение в виде суммы функций разных аргументов:

Здесь функции ip(x) и ф{х) описываются обыкновенными дифференциальными уравнениями

o-f'L ~ h(x)(y'x)n - pi(a;)?>x - к<р - hi(x) = С,

ЪФ'уу ~ Ь(у)(Ф'у)т ~ 92(у)ф'у -кф- h2{y) = -С,

где С— произвольная постоянная.

+
-а*

= (QlX + biy + С1Н^-) +

+ {о*х + Ь*у+ <*){) +f{
Точные решения ищем в виде

где постоянные А, В, С определяются путем решения алгебраической системы уравнений ф—

произвольная постоянная)

=0A, A)

ЪхАк +Ь2Вк =/ЗВ, B)
схАк + с2Вк = /ЗС. C)

Сначала решаются первые два уравнения A), B), затем из последнего уравнения C) определя-

определяется С.

Искомая функция w(?) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

(А2 + B2)w'ii = /3^)к + f{w, Aw't, Bw't).
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a2w

Точное решение в виде суммы функций разных аргументов:

Здесь функции <р(х) и ф(х) описываются обыкновенными дифференциальными уравнениями

atp'L - fi {x,tp'x) -fap = C,

Ьфуу-/2{у,ф'у)-кф = -С,

где С— произвольная постоянная.

12. а.—-^ +Ь——
= /х х,

— )го + /а[у, н~ *"•
дх2 ду2 \ w вх I \ w ду )

Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

w(x,y) = <р(х)ф(у).
Здесь функции <fi(x) и ф(у) описываются обыкновенными дифференциальными уравнениями

где С— произвольная постоянная.

5.4.3. Уравнения вида ?[/(«)¦?] + ^[Жу)—} = h(w)

Уравнения этого вида описывает стационарные процессы тепло- и массопереноса и горения

в неоднородных (анизотропных) средах. Здесь / = f(x) и g = g(y) — зависимости главных

коэффициентов температуропроводности от пространственных координат, h = h(w) — кине-

кинетическая функция (функция источника), которая задает закон тепловыделения или теплопогло-

щения. В данном разделе не рассматриваются простые решения, зависящие только от одной

пространственной координаты: w = w(x) и w — w(y).
а ( new\ в [ m8wL aX ) + Ь

1°. Точное решение при п / 2, m / 2:

«" = t«(O. e = [bB - mfx2-n + a{2 - nfy2'™]1/2.
Здесь функция w(?) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

jw't = Bf(w), A)

где

A=

B - n)B - m)
'

abB - nJB - mJ
'

При m = 4/n из A) получаем семейство точных решений исходного уравнения для

произвольной функции / = f{w):

Л
2т?2 -1 —1/2 Г

Cl +
аЬB

- n)< F{W)\ dw = C*± Ь F^) =

] /(») dw'

где Ci, Сг — произвольные постоянные.

2°. Замена ? = ?1~л приводит A) к обобщенному уравнению Эмдена—Фаулера

Большое число точных решений уравнения B) для различных функций / = f(w) приведено в

книге В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина B001 а).

® Литература: В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин A996, стр. 485).
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Преобразование ? = ж + с, ц = у ¦+¦ s приводит к уравнению вида 5.4.3.1:

Преобразование С = М + с* »/ = Ы + s приводит к уравнению вида 5.4.3.1:

9 ( „ dw \ д ( т dw

ЭС V д(, I от) \5Г) +
я (^ ^

д(, I от) \ дг)

в

Точное решение при fj, / 0:

w = w((), е=(б^2Ж2 + 4ае-"!'I/2>
где функция w(?) описывается автономным обыкновенным дифференциальным уравнением

Общее решение этого уравнения для произвольной кинетической функции / = f(w) определя-

определяется неявно с помощью формул

= f Kw^ dw>

где Сь Сг — произвольные постоянные.

, а

Замена ( = \y\ приводит к уравнению вида 5.4.3.4.

6. —— aep —— + —— (be*v—— = f(w).
dx \ dx I dy \ dy J

J y '

Точное решение при 0(i ф 0:

t« = u;(O, ? = {Ъ(г2е-0
где функция w(?) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

ш&-}«/« = А/И, А=-±-,. A)

Замена С, = ?2 приводит A) к обобщенному уравнению Эмдена— Фаулера

решения которого при /(w) = {kw + s)~l и f(w) — (kw + s)~2 (k,s = const) приведены в

книге В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина B001 а).

® Литература: В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин A996, стр. 487).

дх \ вх J ду \ ду ) к '

Преобразование С, = \х\, т) — \у\ приводит к уравнению вида 5.4.3.6.

„
в

8

Точное решение при п / 2, ^ / 0:

w = io(O, f = [6A2"" + aB-n)V''!']1/21
где функция ш(^) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

и ,
п 1 , 4 ,, ,
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Точное решение:

w{x,y) = ехр[<р(х)
Здесь функции (р(х), ф(у) описываются обыкновенными дифференциальными уравнениями

где С— произвольная постоянная.

Частный случай уравнения 5.4.4.6 при к = a, hi(x) = Ь, /12A/) = 0.

5.4.4. Уравнения вида JL[f(x,y,w)^] + -?-[g(x,y,w)~] -h{x,y,w)

Это уравнение можно записать в дивергентном виде:

При ab ф 0 существует точное решение вида

«, = „,(f), f = (а2Ы1/3х + (аЬ2Г1/3У + {**Ь)-*'*с + (a62)-2

где функция w(?) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

2. ^г
Точные решения ищем в виде

w = ЦО, ? = Ах + Ву + С,

где постоянные А, В, С определяются путем решения алгебраической системы уравнений (/3
—

произвольная постоянная)

aiA2 + а2В2 = /ЗА, A)
= /ЗВ, B)

=/?С. C)

Сначала решаются первые два уравнения A), B), затем из последнего уравнения C) определя-
определяется С.

Искомая функция ги(?) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

)и]\ = f(w).

1°. Точное решение линейное по переменной у:

w{x, у) = {Ах + В)у- I {х- t){At + BJf(t) dt + Cix + C2,

где А, В, С\, С2, xo — произвольные постоянные.
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2°. Точное решение квадратичное по переменной у:

w{x, у) - ip(x)y2 + ф(х)у + х(х),

где функции tp = ip(x), ф = ф(х), х — х{х) описываются системой обыкновенных дифферен-
дифференциальных уравнений

<^+6/у?2=0, A)

фг:х+e/v»v = о, B)

/t/'2 = 0. C)

Нелинейное уравнение A) рассматривается независимо от других уравнений. При / = const

его решение можно выразить с помощью эллиптических интегралов. При / = аеХх частное

решение уравнения A) имеет вид у>
= — -gj-e~A:c. Уравнения B) и C) можно решать после-

последовательно (они являются линейными уравнениями относительно искомых функций). Так как

частное решение уравнения B) имеет вид ф — ip(x), то соответствующее общее решение дается

формулой (В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин, 2001 а)

где С\, Сг — произвольные постоянные.

4
B2w

|
д Г fW> dw] =Q

вх2 ду L y/w + а By J

Замена U — y/w + а приводит к уравнению

которое имеет точные решения вида

U(х, у) -(р(у)х

U(x, у) = >р(у)х2 + ф{у)х + х(у).

1°. Пусть w(x,y) — решение рассматриваемого уравнения. Тогда функция

wi = w(Cix + C2,Ciy + С3),

где Ci, Сг, Сз — произвольные постоянные, также будет решением этого уравнения.

2°. Вырожденное решение: w = Cixy + C2X + Сзу + Ci.

3°. Автомодельное решение:

w = w(z), z - у/х,

где функция w(z) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

[г2 + /(w)K'2 + 2zw'z = 0.

Точное решение:

w(x,y) -

Здесь функции <р(х), ф(у) описываются обыкновенными дифференциальными уравнениями

e-*[fe*v'x]'x-kv-hi(x) = C,

е-ф[дефф'у]'у - кф - h2(y) = -С,

где С — произвольная постоянная.
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И)] + {[(> + MO] } = о.

Уравнение имеет точные решения линейные и квадратичные по г/:

™(х,у) = tp(x)y + tp(x),

w{x, у) = <р(х)у2 + ф(х)у + Х{х).

8. -jj
1°. Пусть w(x, у) — решение рассматриваемого уравнения. Тогда функция

ил = w{Cix + C2, Ciy + Сз),

где Ci, С2, Сз — произвольные постоянные, также будет решением этого уравнения.

2°. Решение типа бегущей волны:

w = w{z), z — Ах 4- By,

где функция w(z) задается неявно

f[A2f{w) + B2g(w)] dw = Ciz + d,

A, B, C\, C2 —произвольные постоянные.

3°. Автомодельное решение (а, /3 — произвольные постоянные):

где функция ш(С) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

[/(«"КГс + [?9(«>W& = 0- A)

Интегрируя уравнение A) и принимая w за независимую переменную, для функции ? = C(w)
получим уравнение Риккати (С

—

произвольная постоянная):

СС = д(ы)? + f(w)- B)

Большое число точных решений уравнения B) для различных функций / = f(w) и д
= д(и>)

приведено в книге В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина B001 а).

4°. Точное решение в параметрической форме:

х = Civ2 + C2v- f f(w)[2CiG(w) + Сз] dw + C4,

y = -[2CiG(w) + C3]v-C2G{w) + C5, G{w) = f g(w)dw,

где Ci, Сг, Сз, С4, С5 — произвольные постоянные.

5°. Точное решение в параметрической форме:

х = [CiF(w) + C2]v + CzF(w) + d, F{w) = / f(w) dw,

y= -Civ2 + C3v - / g{w)[CiF(w) + C2]dw + Сь-

6°. Точное решение в параметрической форме:

х = [CiF(w) + C2]v2 + C3F(w) + C4 - 2 /[f(w) fg{w)[CiF{w) + C2] dw} dw,

y= —Civ3 + C3v - 2v I g(w)[CiF{w) + C2]dw + Cs.
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7°. Точное решение в параметрической форме:

х = (deXv + C2e-Xv)H{w) + Сз,

у = j(Ciex» -

C2e-Xv)-~jH'w(w) + С4,

где Ci, C2, Сз, Ci, А— произвольные постоянные, функция Н = H(w) описывается обыкно-

обыкновенным дифференциальным уравнением L/[i/] + \2g(w)H = 0, а дифференциальный оператор
L/ определяется выражением

8°. Точное решение в параметрической форме:

х = [Ci sin(Av) + С2 cos{Xv)]Z{w) + С3,

у = 1[С2 sin(Av) - Ci cos(\v)}-±--Z'w(w) + C4,
A }{w)

где Ci, C2, C3, C4, A — произвольные постоянные, а функция Z = Z(w) описывается

обыкновенным дифференциальным уравнением L/[Z] — \2g(w)Z = 0.

9°. Точное решение в параметрической форме:

ж = [2CiF(w) + C3)v + C2F(w) + С5, F(w) = /"

у = Civ2 + C2v - Ig{w)[2CiF{w) + C3] dw + Ca.

10°. Точное решение в параметрической форме:

х= -Civ2 +C3v- Г f(w)[CiG(w) + C2]dw + Съ,

y = -[C1G(w) + C2]v-C3G(w)+C4, G{w)= fg(w)dw.
11°. Точное решение в параметрической форме:

х = —Civ3 + C3v ~1v f{w)[CiG(w) + C2] dw + C5,

у = -[CiG{w) + C2}v2 - C3G(w) + C4 + 2 j[g{w) ff(w)[CiG(w) + C2] dw} dw.

12°. Точное решение в параметрической форме:

х = -|(Ciex" - С2е-хП^-гК(ги) + Сз,
A g(w)

у = (CieA" + C2e-Xv)H(w) + Сл,

гдеСх, С2, Сз, А—произвольные постоянные, функция Н = H(w) описывается обыкновенным

дифференциальным уравнением Ь9[Я] + X2f(w)H = 0, а дифференциальный оператор L9
определяется выражением C) при f(w) = g{w).
13°. Точное решение в параметрической форме:

х = -\[С2 sin(Av) - Ci cos(Av)]—!— Z'w{w) + Сз,

у - [Сi sin(Av) + C2 cos(\v))Z(w) + d,

где Ci, C2, Сз, A— произвольные постоянные, функция Z = Z(w) описывается обыкновенным

дифференциальным уравнением Lg[Z] — \2f(w)Z = 0, а дифференциальный оператор L9
определяется выражением C) при f(w) — g{w).
14°. Исходное уравнение можно представить в виде системы уравнений

,, , dw dv . . dw dv ...

/W-—- =
—, -g(w)—- = —-. D)

ai ay ду дх
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Преобразование годографа
х - x(w, v), у = y(w, v) E)

(w, v принимаются за независимые переменные, а х и у
— за зависимые переменные) приводит

D) к линейной системе

,, . ду дх ,
. дх ду

Исключая отсюда у, для функции х — x(w, v) получим линейное уравнение

д Г 1 дхЛ , ,д2х „

,_
+ о(w) =0. G)

dw L f(w) dw J УК '
dv2

V

Аналогичным образом из системы F) для функции у = y(w, v) имеем другое линейное

уравнение

JL Г : iLl f(w) д2у
- 0 (8)

Процедура построения точных решений исходного нелинейного уравнения состоит из двух

этапов. Сначала строится точное решение линейного уравнения G) для х = x(w, v). Затем это

решение подставляется в линейную систему F), откуда находится функция у = y{w, v) в виде

где wo и vq —любые. Полученные указанным способом выражения вида E) будут давать точное

исходного уравнения в параметрической форме.
Аналогичным образом сначала можно строить точное решение линейного уравнения (8) для

у — y(v), v), а затем из F) определить функцию х — x(w, v) в виде

где wo a vo
— любые.

Замечание 1. Пусть х = Ф(«;,1>;/, д) — решение уравнения G). Тогда у = Ф(ги,у,д, /)
будет решением уравнения (8).

Замечание 2. Пусть х = Ф^,у;/,д), у — ^(w,v;f,g) — решение системы уравнений

F). Тогда функции х = Ф(и>, v; —g, —f),y = Ф(и>, v; —g,
— /) также будут давать решение этой

системы.

15°. Точные решения уравнения G), содержащие четные степени v:

п

x = Y.Vk{w)v2\ A0)
fc=0

где функции tpic = ipk (w) описываются рекуррентными формулами

<pn{w) = AnF(w) + Bn, F(w)= I f(w)dw,

yt-iH = AkF(w)+Bk - 2fcBfc - 1) I f(w){j g(w)ipk(w) dw} dw,

где Ak, Bk — произвольные постоянные(А; = п,..., 1).

Зависимость у = y(w, v) определяется по формуле (9) и вместе с выражением A0) дает

решение исходного нелинейного уравнения в параметрической форме.

16°. Точные решения уравнения G), содержащие нечетные степени v:

15 А. Д. Полянин, В. Ф. Зайцев
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где функции фь — фк (и>) описываются рекуррентными формулами

¦4>n(w) = AnF(w) + Вп, F(w) = I f(w) dw,

¦фк-iM = AkF(w) + Bk- 2kBk + 1) f f{w){[g{w)xjjk{w) dw] dw,

где Ak, Bk — произвольные постоянные(А; = п,..., 1).
Зависимость у — y(w,v) определяется по формуле (9) и вместе с выражением A1) дает

решение исходного нелинейного уравнения в параметрической форме.

17е. В частном случае g(w) = k2f(w) преобразование

х = кх, и = / f(w) dw

приводит к уравнению Лапласа

д& ду*

О решениях этого линейного уравнения см. книги А. Н. Тихонова, А. А. Самарского A972),
В. С. Владимирова A985), А. Д. Полянина B001 Ь).

® Литература к уравнению 5.4.4.8: В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин B001 Ъ).

Точные решения ищем в виде

w = w{$), Z = Ax + By,

где постоянные А и В определяются путем решения алгебраической системы уравнений
2 2 2 +Ъ2В2 = В.

Искомая функция w(?) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением первого

порядка (С
—

произвольная постоянная):

Принимая w за независимую переменную, для функции ? = ?(w) получим линейное уравнение

первого порядка

5.4.5. Другие уравнения

d2w 4 92w
l+aw

Пусть и = и(у) —любое нетривиальное (частное) решение линейного обыкновенного диффе-
дифференциального уравнения второго порядка

о<, - /Ми = 0. A)

Преобразование
W

и

сильно упрощает исходное уравнение и приводит его к виду

B)дх2
¦
~>

аС2

Это уравнение не зависит от функции / (явно) и имеет точное решение

f(z, С) = Ах<; + ВС + Сх + D,
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где А, В, С, D— произвольные постоянные. Кроме того, уравнение B) имеет точные решения,

например, следующей структуры:

где к, А, /3— произвольные постоянные.

2. -^ + [h(x)w + /2(х)г,2 + Мх)у + /о

+ 9i(a;)-^- + [hi(x)y + ho(x)]~ + ss(x)w + s?(x)y2 + si(x)t/ + so(as).

Уравнение имеет точное решение квадратичное по переменной у:

w(x, у) = <р{х)у2
„ „ 82W

, ,

3 + Ъ

1°. Существуют решения, зависящие только от одной переменной: w = w(x) и w = w(y).
2°. Точное решение при п ф 2, т ф 2:

«, = «,(?), $ = [6B - m)V-n +aB - nJ2/2-m]1/2.
Здесь функция «;(?) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

Aw'U + |-Ц = /(«/), A)

где

Л= |аЬB-пJB-7пJ,
В = |B - п)B - т)[аЬ(Зп7п - An - 4т + 4) + 2ЬА:B - т) + 2osB - п)].

Решение уравнения A) в неявном виде при В = 0 и произвольной / = f(w):

[ [Ci + ^-^("')] ~ll2dw = C2±t F(w) = f f[w) dw,

где C\, C2 — произвольные постоянные.

® Литература: В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин A996, стр. 486).

„ 82W - т 82W
, п-lx/ \

dw m_i , . dw . .

4-ах ~dx*~+by ~w~
+ kx f{w)~te+sy f(w)-8f=^(w)¦

При пф 2,т ф 2 существует точное решение вида

*> = «"(О, € = [ЬB - m)aa;2-n + аB - nJy2-m]1/2.
_ вт 9W , , „у

82W . Яш 9ш „у dw ,. ,

5. аер
„ _ + be^v — + кер \- se^v = f (w).
дх2

^

By2 дх ду
JK '

1°. Существуют решения, зависящие только от одной переменной: w = w(x) и w = w(y).
2°. Точное решение при /З/i Ф 0:

Здесь функция w = w(?) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

Aw'U + ?-w'e = f(w), A)

где

А = \abp2i?, В = }pfj,Cab/3fi - 2Ькц - 2asj3).
Решение уравнения A) в неявном виде при В = 0 и произвольной / = f(w):

f[Ci + -t-F(w)y1/2dw = С2±?, F{w) = J f{w)dw,

где C\, Ci — произвольные постоянные.

15*
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, вш 92w и.у d2w . «,,, , dw и»,, , dw
6 + ЬС

~д*~ +
к f{) + C f{w)

При /Зр / О существует точное решение вида

и, = w(O, ? = (Ь/х
_ „

d2w
, , ву d2w

, , „_i dw . в
7- ах

-в* + be
~w

+кх -Ъ^ +
se

1°. Существуют решения, зависящие только от одной переменной: w = w(x) и w — w(y).

2°. Точное решение /3 / 0, п / 2:

w = iy(?), ? — I&/? х 4" flB — ti) e J

Здесь функция «;(?) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

Aw'U + у^е
= /(w)' (!)

где

Л = -|-аЬ^2B-пJ, В= -|/3B - п)[а6/3D - Зп) + 26/fc/? - 2asB - n)].
Решение уравнения A) в неявном виде при В = 0 и произвольной / = f(w):

dw = Сг ± ?, F(w) = / /(w) dw,

где С\, Съ — произвольные постоянные.

® Литература; В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин A996, стр. 488).

При /3 / 0, n / 2 существует точное решение вида

u, = Ш(О, f = [Ьр2х2- + aB - nJe-^]1/2.
„

,
,

, 92го
, ,, . . 82w .1 dw dw \

Точное решение при ab 7^ 0:

w = «/(О, ? = (a2b)-1/3x + (аЬ2Г1/3у + (a2b) /3c+ (ab2)-2/3s.
Здесь функция w(?) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

10. (aix + biy + ci)—-r- + (а2ж + Ь2у + с2)—-г- = /(го, ——, ——

.

ОХ оу \ С/Ж C7J/ /

Точные решения ищем в виде

где постоянные А, В, С определяются путем решения алгебраической системы уравнений

А2а1+В2а2 = А, A)

A2h+B2b2 = B, B)

A2ci + В2с2 = С. C)

Сначала решаются первые два уравнения A), B), затем из последнего уравнения C) определя-
определяется С.

Искомая функция w(?) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением
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Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

¦w(x,y) = <р(х)ф(у).

Здесь функции ip(x), ф(у) описываются обыкновенными дифференциальными уравнениями

fi(x)<pzx = gi(x)<p'x + k<p\n<p + [hi(x) + С]<р,
ЬШуу = д2{у)Ф'у+кфЫф+[Ы{у) - С]ф,

где С— произвольная постоянная.

12. [oix + Ьгу + f(w)] -^ + [а2х + Ь2у + g(w)] -^- = h(w, -?-, -?j-).
Точное решение:

w = w(?), ? = Ах + By,

где постоянные А и В определяются путем решения алгебраической системы уравнений

а1А2+а2В2=А, biA2 + Ь2В2 = В,

а функция w(?) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

[? + A2f(w) + B2g(w)]w'li = h{w, Awl Bw'i)-
dw d

Точное решение:

w = ">(?)> ? = Ах + Ву,

где постоянные А и В определяются путем решения алгебраической системы уравнений

А2а1+В2а2=А, A2bi+B2b2 = B,

а функция w(?) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

4]^ = h(w, Aw's, Bw'{),

82w
,

. dw . . dw

1°. Точное решение:

ш(ж,г/) = ip!{x) + ip2(x)y3/2 + tp3{x)y3,
где функции ypfc = ipit (x) описываются системой обыкновенных дифференциальных уравнений

Vi + /(«)vi + T9(x)ipl + /i(x)v?i = О,

V'i + /(*)v'j + -f-s(zWs + ^(^)V2 = 0,

V3 + /(a;)v'3 + 18з(ж)<^з + ^(ж)<^з = 0,

где штрихи обозначают производные по х.

2°. Точное решение в виде полинома третьей степени по у:

w(x, у) = ipi(x) + ip2(x)y + трз(х)у2 + i>i{x)y3,
где функции фк = фк(х) описываются системой обыкновенных дифференциальных уравнений

ф" + /(х)ф[ + 2д(х)ф2фз + h{x)<pi = 0,

ф2 + }{х)ф'2 + 2д(х)Bф1 + Зф2ф4) + Нх)ч>2 = 0,

Фз + 1(х)ф'з + 18д(х)ф3ф4 + h(x)<p3 = 0,

Фл + 1(х)ф'ь + 18д(х)ф24 + h(x)Vi = 0.
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3°. Точное решение:

и>(х,у) = ?(х) + т)(х)в{у).

Здесь функции Ск = Cfc(x) описываются системой обыкновенных дифференциальных уравнений

V'L + f(x)j)'x + ag(x)rJ + h{x)r, = 0,

С + f(x)& + bg(xW + h(x)? = 0,

где a, b — произвольные постоянные, а функция в = в{у) описывается автономным обыкновен-

обыкновенным дифференциальным уравнением

решение которого можно представить в неявной форме.

d2w ,{ dw dw \ d2w
_

~вх^' + *\~~дх~'~ду~~)~ву~2~
~

Преобразование Лежандра

r]=~d~'

где и — новая зависимая переменная, а ? и г)
— новые независимые переменные, приводит к

линейному уравнению
д2и

, ..,
. д2и .

Точные решения этого уравнения для некоторых функций /(f,7j) можно найти в книге

А. Д. Полянина B001 Ь).



6. Уравнения эллиптического типа с тремя и

более независимыми переменными
6.1. Уравнения стремя независимыми переменными

6.1.1. Уравнения, содержащие произвольные параметры

,
д ( п dw \ . д (, т. dw\ в ( l ви>\ k

1. ах + — by —— Н cz —— = sw .

дх\ вх 1 ду \ dy J dz \ dz I

Частный случай уравнения 6.1.2.4 при f(w) = sw .

в ( „ 6w \ д ( т dw \ в

2-9^(°Ж te) + 6U\bv 8y) + 8z\CZ
Частный случай уравнения 6.1.2.4 при f(w) = se@w.

3. _e_(ae*..*q + jB_(be»yBw\ + А_(сед\ д ) д V д ) ^ d\
j_be
ду V дуax \ ox j ay \ ay j a:

Частный случай уравнения 6.1.2.5 при f(w) =

dx V dx J dy V dy I d:

Частный случай уравнения 6.1.2.5 при f(w) = se"~.

,
d ( n8m\ ,

d (, m dw \ d ( ^flw\

5--dx-{aX -дх-)+-ду-{Ьу -dy-) + -dz-{Ce -дТ)
=

Частный случай уравнения 6.1.2.6 при f{w) = sw*.

д ( „ dw \ ,
d (, т dw \

,
д ( „z dw\

6- ах А by —— + —— се -^—
=

9х\ dx J dy \ dy J dz \ dz J

Частный случай уравнения 6.1.2.6 при f(w) = se@w.

_
d ( n 9w \ д f, u.y dw \ t

9 / „г 9го \
7. аж — + (be -4 (се =

9x V dx J dy \ dy I
^ dz\ dz I

Частный случай уравнения 6.1.2.7 при f(w) = swk.

sw

8i\ dx J dy \ dy J dz

Частный случай уравнения 6.1.2.7 при /(«;) =

9 + ()

Это уравнение смешанного типа, оно описывает пространственные околозвуковые течения

идеального политропного газа.

Точное решение квадратичное по переменной z:

w(x, у, z) = -jzVix, y)z2 + ф(х, y)z + x(x, у) + а.

Здесь функции ip{x, у), хр(х, у), х{х, у) описываются уравнениями

Aip = f2,
Аф = <рф,

AX=YfX + ^\
где Д — оператор Лапласа по переменным х, у.

® Литература: С. И. Похожаев A989).
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6.1.2. Трехмерные уравнения, содержащие произвольные функции

Это уравнение описывает стационарные процессы тепло- и массопереноса и горения в неодно-

неоднородных анизотропных средах. Здесь а, Ь, с— главные коэффициенты температуропроводности,
/ = f(w) —кинетическая функция, которая задает закон тепловыделения.

1°. Решение типа бегущей волны:

w = w{?), Z = Ax + By + Cz.

Зависимость w(?) задается неявно с помощью формул

l/2AW = С2 ± «' FM

где А, В, С, С\, Сг — произвольные постоянные.

2°. Точное решение (Ci, Сг, Сз — произвольные постоянные)

ч^' ъ
а

'

Ь
'

с

Функция w(?) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

„ .2 ,

3°. Преобразование ж = у/ах, у = у/Ьу, z = yjcz приводит исходное уравнение к виду

Дш = f(w).

дх

Замена

где

приводит к трехмерному уравнению Лапласа для функции U = U(x, у, z)\
d2U d2U d2U

_

дх2
+

ду2
+

dz2
~

О решениях этого линейного уравнения см. книги А. Н. Тихонова, А. А. Самарского A972),
В. С. Владимирова A985), А. Д. Полянина B001 Ь).

Замечание. О более сложном уравнении вида (г; • V)w = Aw — f(w)\Vw\2 с дополнитель-

дополнительным конвективным членом см. 6.2.1.1.

82w
,

в (, „ dw \
,

в ( т 9w \ ,. .

+ (^ "ejr) + ё7(cz -йг) = f{w)-

1°. При п = т = 0 см. уравнение 6.1.2.1.

2°. Точное решение при п / 2, ш / 2:

где функция w(?) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

3°. «Двумерное» решение при п / 2, т / 2:
5

4 М ^
B-n)B-m)

где функция w(a;,^) описывается уравнением

d2w d2w A dw ,
. . А — пт

дх2 д?2 € д?
'

B — п)B — т)
® Литература: А. Д. Полянин, А. И. Журов A998).
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—— + -г— (by -г— ) + [z
дх J ду \

ы
ду

Точное решение при пф2,тф2,1ф2:

4- -х~ «ж —— + -г— (by -г— ) + -г— [cz —— = /(го).
9х V дх J ду \

ы
ду J dz \ dz I

JK '

где функция ш(?) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

«& + ?«* = /<»), ^«Ч
® Литература: А. Д. Полянин, А. И. Журов A998).

дх \ вх J ду V ду J

Точное решение при А / 0, fj, ф 0, и ф 0:

где функция w(?) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

// 1 /

w

д ( n8w\ 8 ( m8w\ ,
8 f vzdw

*¦ -вх-\аХ "ax-) +-Ву-\ЪУ -Эу-) + -эСе
Точное решение при п Ф 2, m ф 2, v ф 0:

T2-n 7/2~m

I-^ sT + TtI ^- + i-r|.aB — n)i 6B — mJ cu2 J

где функция w(^) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

«& + ?«* =/(«О, ^

д (, wu 8w \
,

д

Точное решение при п Ф 2, fj, ф 0, и ф 0:

где функция w(?) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

Частный случай 1. При в = 0 для любой функции / = f(w) уравнение A) имеет решение в

квадратурах:
Г т -1/2

?! + 2 / f(w) dw\ dw = C2± ?,

где CltC2 — произвольные постоянные.

Частный случай 2. При п = 1, f(w) — AePw (A, 0 — произвольные постоянные) уравнение A)
имеет однопараметрическое решение

и>(?) =

где С
—

произвольная постоянная.

® Литература: А. Д. Полянин, А. И. Журов A998).
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о
в

8-
*

= aw In w + [gi(x) + g*(y) + g3(z)]w.
Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

w(x,y,z) = <р(х)ф(у)х(г),

где функции f = <р(х), ф = ф(у), х — x(z) описываются обыкновенными дифференциальными

уравнениями (Ci, Сг — произвольные постоянные)

v»
- Ых) + d]<p = 0,

'у}'у ~аф\пф- [92(у) + С2]ф = О,

[h{z)x% -aXlnX- Ы*) " Ci - С2]Х = 0.

6.2. Уравнения с произвольным числом независимых

переменных

6.2.1. Уравнения линейные относительно старших производных

Замена

где

приводит к линейному уравнению для функции U(xi,..., хп):

п 2-mk

г=Ау

Точное решение:

где функция ш(г) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

d2w В dw 4 ,.
. v^ 2

0 Литература: А. Д. Полянин, А. И. Журов A998).

Точное решение:

где функция и; (г) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

d2w I dw 4 , ,

0 Литература: А. Д. Полянин, А. И. Журов A998).
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4- ?

1°. Точное решение:

+ А ±
Tnk) Jt— 4-1 клк

где функция w(r) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

|» + *А».= 4
в = ? 2__L

dr2 r dr А *—' 2 — тк

2°. В уравнении выделим две группы переменных (отвечающих как за степенные, так и за

экспоненциальные члены) и будем искать точные решения вида

где

е

Для функции w получим уравнение

d2w B1 dw \ f д2и> В; dw \
_

,, .

ду2 у ду f V dz2 z dz J

в V
2

1 в V
2

1
^ 2 - тк

^
2-mtfc = l k

k=q+l
k

При Bi = В2 = О, Л: = А2 = 1 это уравнение встречается в плоских задачах теории тепло- и

массопереноса (см. уравнения 5.1.1.1, 5.2.1.1, 5.3.1.1, 5.3.2.1, 5.3.3.1, 5.4.1.1).

© Литература: А. Д. Полянин, А. И. Журов A998).

- v^ в Г l
fc=i

UXk J
fc=i

Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

W(X1,X2,- . ¦ ,Хп) = <pi{xi)ip2(x2) ¦ ¦ .ipn(xn),

где функции ipi = tpi(xi), y>2 = <pi{xi), ¦ ¦

¦, <fn = fn(xn) описываются обыкновенными

дифференциальными уравнениями

-:—\fk{xk)~^-\ - atpklntpk - [gk{xk) + Ck]ipk =0; к = 1, 2, ...,
п.

Произвольные постоянные Ci,..., Cn связаны одним соотношением C\ -f- • • • + Cn = 0.

6. E^fe(a;fe
fe=i

Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

w(xi,x2,...,xn) - <pi(xi)ip2(x2) ¦ ..<рп(х„),

где функции ipi = <^x(iCi), ip2 = >p2(x2), ..., ipn = fpn(xn) описываются обыкновенными

дифференциальными уравнениями

fk(xk)-~?- -^gkixk)-^- -aipklnipk - [hk{xk) +Ck]<Pk = 0; к = 1, 2, ..., п.

ахк ахк

Произвольные постоянные С\,..., Сп связаны одним соотношением С\ + • ¦ ¦ + Сп — 0.
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6.2.2. Уравнения нелинейные относительно старших производных

dw 82w

Точное решение в виде суммы функций разных аргументов:

*=1

где функции ifk = <Рк(хк) описываются обыкновенными дифференциальными уравнениями
второго порядка

Произвольные постоянные С\,..., Сп связаны одним соотношением С\ + ¦ ¦ ¦ + Сп = 0.

Замечание. Функции Д могут зависеть также от любого количества смешанных производ-

производных dxiXjW. На их местах в соответствующих обыкновенных дифференциальных уравнениях
будут стоять нули.

82w

8x1
Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

- \Г^ . f 1 8w I 82w \
,

2. у Дух*., —, —~-\=amw.

?Г[ \ w вхк w 8x1 '

fc=l

где функции tfk = tfk(xk) описываются обыкновенными дифференциальными уравнениями
второго порядка

Vfc dxk ц>к dx\
Произвольные постоянные С\, ..., Сп связаны одним соотношением С\ + ¦ ¦ ¦ + Сп = 0.

3 f(x, xu-
Bw Bw

dw Qw 82w 82w
Or |*h+1,.. .

, xn;
\
_

Точное решение в виде суммы функций разных аргументов:

W{xi,. ..,Хк,Хк+1,-.. ,Хп) = 4>(Xi,.. .,Xk) +ф(Хк+1,.-.,Хп).

Здесь функции ip = ip(xi,... ,Xk) и -ф — ф{хк+\, ¦ ¦ ¦ ,хп) определяются путем решения двух

более простых уравнений уравнений с частными производными

п( dip dip d2ip д2ф\ ,
„

G[xk+U. ..,In; -JH-, . . .

, -^-; —/-,. . .

, -^-) =аф-С,
4 "хк+1 ахп ахк+1 "Хп '

где С— произвольная постоянная.

1 9га 1 dw I 82w I 82
Л С1

w dxi w 8xk w дх\ w 8х? I

w axk+i w 8xn w

Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

w(xi,... ,Хк,Хк+1,- ¦ ¦ ,хп) = f(xi,...,:
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Здесь функции ip = <р{х\,... ,хь) и гр = гр{хк+\, ¦ ¦ ¦ ,хп) определяются путем решения двух

более простых уравнений уравнений с частными производными

С''
v а*!

¦¦"¦'

v вх4' v ах?

х
¦

Х Э1/) г ^
¦

Х

где С— произвольная постоянная.

/ 1 dw I dw I

\ w dxi w dxk w dx\ w
^

1 dw 1 8w 1 83w 1 в2го Л

w 9xfc+i ш 9а;п го вх?+1 w д$ )

1 82w

Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

,. ..,Хп)= У(Я1, . • • ,Xk)lp{xk+l, . . .
, In).

Здесь функции ip = <p(xi,... ,xk) и гр = ip(xk+\, ¦ ¦ ¦ ,хп) определяются путем решения двух
более простых уравнений уравнений с частными производными

1 dip I dip I d2ip 1 д2ф

где С— произвольная постоянная.



7. Уравнения смешанного типа

7.1. Уравнения линейные относительно смешанной

производной
7.1.1. Уравнение Хохлова— Заболоцкой

82w
_

82w
_

I dw \2
_

82w
_

'

dxdt ~™дх*
~

Kite)
~

ду2
~

Двумерное уравнение Хохлова — Заболоцкой. Описывает процесс распространения ограничен-
ограниченного звукового пучка в нелинейной среде (t, у играют роль пространственных переменных, а х

является линейной комбинацией времени и пространственной координаты).
К уравнению Хохлова— Заболоцкой сводится уравнение нестационарного трансзвукового газового потока

2ихт+их^хх ~иуу =°>

см. С. С. Lin, E. Reissner, H. S. Tsien A948). Для этого надо перейти к новой переменной т
—

2t,

продифференцировать уравнение по х, а затем сделать подстановку w
= —ди/дх.

1°. Пусть w(x, у, t) —решение рассматриваемого уравнения. Тогда функции

wi = Cl2Clw{Cix + d,C2y + C4l С^Ф + C5),

w2 = w(x + \y + 4>{i),у + 2\t,t) + <p't(t) - A2,
где Ci, Сг, Сз, Сь, Сь, А— произвольные постоянные, a ip

= tp{t) — произвольная функция,
также будут решениями этого уравнения.

2°. Точные решения:

и>(ж, j/, t) = 2ipx + (ip't — 2ip2)y2 -f- t/;j/ 4- x,

1 4I/3I/2

12t^^ 6 2

w(a;,y,t) =

w(x,y,t) =

где ip = <p(t), ф = ip(t), x ~ x(t)> & = ^(*) — произвольные функции, штрихом обозначены

производные, Ci, C2 — произвольные постоянные.

3°. Решение в неявном виде:

tz + х + Ху + X2t + v(t) = F(z), z = w- tp't(t),
где ip(t), F(z) — произвольные функции. Значение А = 0 определяет общий вид решения,

которое не зависит от переменной у.

4°. «Двумерное» решение квадратичное по переменной х:

w = f(y,t)x2 +g(y,t)x + h(y,t),

где функция / = f(y,t), g = g(y,t), h = h(y,t) описываются уравнениями

fw = -6/ ,

9vv = -6/5 + 2/t.
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Индексы у и t обозначают соответствующие частные производные. Частное решение этих

уравнений имеет вид

где ip(t), Ci(t), Сг(?)> Сз(^). СмD)— произвольные функции,

5°. «Двумерное» решение:
w = xu(?,t), ? = ух~1/2,

где функция и = u(?,t) описывается уравнением

6°. «Двумерное» решение:

w = v(S,t)+ a't+i
x, C = y2 + ax,

а

где а = a(t) — произвольная функция, а функция v = «(?, 4) описывается уравнением

) -(«'* + ю)^+А-/з =о, Р=-^~.
Последнее уравнение имеет частное решение вида v — Cys(t), где функция <р = <p(t) описывается

уравнением Риккати оир\ — a2tp2 — (a't + 10) v? + 0t — p2 = 0.

7°. «Двумерное» решение:

w = U(r,z), z = x +Py + Xt, r = y + nt,

где /3, Л, р
—

произвольные постоянные, а функция U = ?/(г, г) описывается уравнением

Отсюда при Л = /?2, fj, = 20 получим уравнение вида 5.1.3.1.

8°. «Двумерное» решение:

w = x~2V(p,q), p = tx~3, q~yx~2,
где функция V = V(p,q) описывается уравнением

V о

^ + 2«4Ч + C6P^ + 5)Г + 22ЧуГ- + WV = °-
ар aq J ар aq

9°. Точное решение:
w = u(r)x2y-2, r = {At + B)~lx~1y2,

где А, В — произвольные постоянные, а функция и = и{г) описывается обыкновенным

дифференциальным уравнением

г2(и -Аг + 4)м"г + г2(игJ - гFи -Аг + 6)иг +6(и + 1)и = 0

0 Литература к уравнению 7.1.1.1: Y. Kodama A988), Y. Kodama, J. Gibbons A989), N. H. Ibragimov

A994, pp. 299-300; 1995, pp. 447^150), A. M. Виноградов, И. С. Красильщик A997, стр. 144-148).

,
82w . В ( dw

2 +аГ
Преобразование

w(x,y,t) = —и(х,у,т), т =s -Ы
а

приводит к уравнению вида 7.1.1.1:

д2и д I ди \ д2и

дх \ дх J ду2дхдт дх \ дх J ду
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82w . . 8
3 /(t)

Обобщенное уравнение Хохлова — Заболоцкой.

1°. Пусть w(x, у, t) —решение рассматриваемого уравнения. Тогда функции

«л = СГ2ги(С?х + C2,Ciy + Ci,t),

J[f(t)V(t) + X2g(t)]dt, T) = y + 2\Jg(t) dt,J[
где Ci, C2, C3, A— произвольные постоянные, a ip = ip(t) — произвольная функция, также

будут решениями этого уравнения.

2°. Точные решения:

w(x,y,t) = ~xU fdt + C^j +ipy

w(x, у, t) =
V-^fv 2

9

w(x, у, t) = (ipy + ф)х - ——- (ipy + фL + ^yz + -^-y2 + XV
¦

где (p = <p(*)> V1 — V"(*)i X = x(*)> ^ = "(*) — произвольные функции, С
—

произвольная

постоянная, / = f(t), g = g(t), штрихом обозначены производные по t.

3°. Точное решение:

w(x,y,t)-U(z,t) + ip(t), z = x + \y,

где функция ip(t) — произвольная функция, Л — произвольная постоянная, а функция
U — U(z, t) описывается уравнением с частными производными первого порядка [ф^.) —про-
—произвольная функция]

~ - fW^r ~ [/(*М0 + л2^)]|г = №¦

Полный интеграл этого уравнения ищется в виде U = A(t)z + B(t), что позволяет построить
его общее решение (см. A. D. Polyanin, V. F. Zaitsev, A. Moussiaux, 2002).

4°. «Двумерное» решение квадратичное по переменной х:

w = <p{y,t)x2 + ф(у^)х + x(y,t),

где функция <р = tp(y,t), ф = ф(у,г), \ — х{уЛ) описываются системой уравнений

9<Руу -

Индексы у и t обозначают соответствующие частные производные, / = /(?), д = g(t)-

. 82w (Bw\2 d2w d2w d2w
'

dxdt \ вх J d2 B* d2

Трехмерное уравнение Хохлова — Заболоцкой.

1°. Пусть w(x, у, z, t) —решение рассматриваемого уравнения. Тогда функции

W! = C72C22u)(Ci:u + Сз,С2у + C4,C2z + Cb,C^Clt + Се),

w2 = w(x + Ху + цг + tp(t),y + 2Xt, z + 2/ii, t) + ip't(t) - X2 - ц2,
гиз = w(x,ycos/3 + zsin/3, —ysin/3 + z cos /3,t),

где Ci, C2, Cz, C4, Сь, Ce, X, ц, /3 — произвольные постоянные, a ip = ip(t) — произвольная

функция, также будут решениями этого уравнения.
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2°. Точные решения:

ги(х, у, z, t) = 2qix + (q'i - 2а\ - а2)у2 + а3у + a2z2 + /3z + f,

, .ч Су/4tX -у2 -Z2
w{x,y,z,t) = —^

^7# >

где а\, Q2, аз, Р, у
—

произвольные функции (, С— произвольная постоянная.

3°. «Трехмерное» решение:
w = u(x,?,i), ? = ysin[3 + zcos/3,

где /3 — произвольная постоянная, а функция и = и(х, ?, t) описывается уравнением Хохлова—

Заболоцкой вида 7.1.1.1:

д2и /ди\2 д2и д2и( ди \ 2 <
— — и-

\ дх ) i

= 0.
dxdt V дх ) дх2 д%2

4°. «Трехмерное» решение линейное по переменной ж:

w- f(y,z,t)x + g(y,z,t),

где функции / = f(y, z, t), g — g(y, z, t) описываются уравнениями

fyy + fzz = 0,

9w + gzz = ft - f ¦

Индексы у, z, t обозначают соответствующие частные производные. Первое уравнение
—

уравнение Лапласа, а второе
—

уравнение Пуассона (относительно функции д). О решениях

этих линейных уравнений см., например, А. Н. Тихонов, А. А. Самарский A972), А. Д. Полянин

B001 Ь).

5°. «Трехмерное» решение квадратичное по переменной х:

™ = f{y, z, t)x2 + g(y, z, t)x + h(y, z, t),

где функции / = f(y,z,t), g = g(y,z,t), h — h{y, z, t) описываются уравнениями

9уу + 9zz
=

hyy + hzz = —2fh + gt
—

g ¦

6°. Точное решение:

w(x,y,z,t) = u(Ot~x, f = tx-2(Axt -y2- z2),
где A— произвольная постоянная, а функция и = u(?) описывается обыкновенным дифферен-
дифференциальным уравнением

[Аи + A - А)Я«& + 4DJ - 0.

При А ф 1 переход к обратной функции ? = ?(и), замена ?(и) —р(и) — угд-u и понижение

порядка р'и = -j~xi]{p) приводят к уравнению первого порядка рщ'р — г\ + 1 = 0. Интегрируя,

получим (г] — \)еп = Cip.
При А = 1 имеем и(?) = ±\/Ci^ + Сг.

7°. Точное решение:

xt
w(x,y,z,t)=

t2

где функция U = !7(С) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

B{Bи - С + 4)с/сс + С4и'(J + СBС2[/ - зс + пЩ + AU = о.

8°. Точное решение:
^2 Atx v2

w(x,y,z,t) = -j- V(q), q= ,

С Z

где функция V = V(q) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

2DV + q2 - q)V?q + 8(Vtf + A - q)VZ + V = 0.

0 Литература: N. H. Ibragimov A994, 1995).

16 А. Д. Полянин, В. Ф. Зайцев
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7.1.2. Уравнение нестационарного трансзвукового газового потока

вги
,

вы d2w , d2w
1. \- а — о = О

dxdt
^

Эх дх2 ду2

Уравнение нестационарного трансзвукового газового потока, см. С. С. Lin, E. Reissner, H. S. Tsien

A948). Частный случай уравнения 7.1.2.2 при /(?) = о, g(t) = —Ь.

1°. Пусть w(x,y,t) — решение рассматриваемого уравнения. Тогда функции

«л =Ci3C%w(Cix + С3, С2у + Ci,C^xClt + Сь) + Ceyt + С7у + C&t + С9,

w2 = u>(?, v, *) + Vtt(t)y2 + 2bp't(t)x + фЦ)у + x(t),

? = х + \у + b\2t - 2ab<p(t), ri = y + 2bXt,

где Сп, А— произвольные постоянные, <р = <p(t), ф = ip{t), х = х(^) — произвольные функции,
также будут решениями этого уравнения.

0 Литература: Е. В. Мамонтов A969).

2°. Точное решение:

w(x,y,t) = ~^{ltt + bail't + 4о273J/4 + -^-(a't + 2aaj)y3+

+ хгРК + 2о72)ж + &+ 2аC-у]у2 + {ах + 5)у + -ух2 + /Зх + /л,
ЛЬ

где а = a(t), C = /3(?), 7 = тМ> А* = м(*)> ^ — ^(*) — произвольные функции.

0 Литература: Е. В. Мамонтов A969), Е. М. Воробьев, Н. В. Игнатович, Е. О. Семенова A989).

3°. «Двумерное» решение:

w(x, у, t) = U{z, t) + <p{t)y + фA), z = x + Xy,

где ip = <f(t), ф — ф{г) — произвольные функции, Л—произвольная постоянная, а функция
U = U(z, i) описывается уравнением с частными производными первого порядка

dt 2 V dz I dz
w

Полный интеграл этого уравнения имеет вид

U = Ciz+ (bX2Ci - \aC2)t + С2,

где С\, С-х — произвольные постоянные. Общее решение уравнения A) можно записать в

параметрическом виде (A. D. Polyanin, V. F. Zaitsev, A. Moussiaux, 2002):

U = sz + (bX2s - ±-as2)t + f(s),

z+ (bX2 -as)t + f's(s) = 0,

где / = /(s) — произвольная функция, s— параметр.

4°. «Двумерное» решение более общего вида:

w[x, у, t) = U(z, t) + V{t)y2 + ф{Ь)у + X(t)x + B(t), z = x + Xy,

где ip = ip{i), ф — ф{Ь), x = x(t)> @ = &(t) — произвольные функции, Л — произвольная

постоянная, а функция U = U(z, i) описывается уравнением с частными производными первого

порядка [<r(t) — произвольная функция]:

fr + f
Это уравнение можно проинтегрировать [полный интеграл ищется в виде U = f{t)z + g(t)].

5°. «Двумерное» решение в виде полинома третьей степени по х:

w{x, у, t) = f(y, t)x3 + g{y, t)x2 + h(y, t)x + r(y, t),
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где функции / = /(у, t), g = g(y, t), h = h(y, t),r = r(y, t) описываются уравнениями

bfyy = 18a/2,
bgyy = 18afg + 3ft,

bhyy =&afh + 4ag2 + 2gt,
brVy = 2agh + ht.

Индексы у и t обозначают соответствующие частные производные. Полагая / = О,

g = (p(t)y + ф{Ь), где ip
= p(t), ф = ф(Ь) — произвольные функции, ингефированием по у

можно получить решение, зависящее от шести произвольных функций.

6°. «Двумерное» решение:

w{x,y,t) = v(x,r)t~l, r = yt~1/2,
где функция v = v(x, r) описывается уравнением

d2v „ dv d2v d2v dv
2+2Ь+20

7°. «Двумерное» решение:

«,(,,у,t) = v(p, t) + 77» Gg-7138 b40feУ* + {^-PS)y2 +M+ A, P =

где 7
= 7(t), /г = /i(i), Л = A(t), E = S(t) — произвольные функции, а функция v = v(p,t)

описывается уравнением

1°. Пусть w(x,y,t) — решение рассматриваемого уравнения. Тогда функции

ил = C^w{Clx + С2, Сху + С3, t) + C4yt + С5у + C6t + Cr,

= x + \y- J [X2g(t) + f(t)<p(t)] dt, ¦n = y-2\J g(t) dt,

где С\, Сг, Сз, d, Съ, С&, Ci, Л— произвольные постоянные, ip = i^(*)> Ф — Ф(Ъ), X = X(*) —

произвольные функции, также будут решениями этого уравнения.

2°. Точное решение в виде полинома четвертой степени по у.

w(x, у, t) = a(%4 + b{t)y3 + [c(t)x + d(t)]y2 + [a{t)x + 0{t)]y + -y{t)x2
где a = o(t)> /^ ~ P(t)> 7 = t(*)> A* = A*(*)> ^ = <^№ — произвольные функции, а функции
о = a(t), b = b(t), с = c(t), d = d(t) определяются по формулам

c't + 2/7c ,_ a't + 2/q7 7t + 2/72 ,_
u. — , О — , С —

—¦"
, CL

—

12p 63 g6ff 9 1g

3°. «Двумерное» решение:

w(x,y,t) = U(z, t) + ip{t)y2 + фA)у + x(t)x + 0(t), z = x + \y,

где if
= <f(t), ф = ф{1), X = x(t)' & = &(t) — произвольные функции, А — произвольная

постоянная, а функция U = U(z, t) описывается уравнением с частными производными первого

порядка [a(t) — произвольная функция]:

8U 1 /8U \2 о 8U
1 f(t)[ 1 + \f(t)x(t) + A q(t)\ = -\2q(t)ip(t) + Xt{t)\z + a{t).

at I \ az J az

Это уравнение можно проинтегрировать [полный интеграл ищется в виде U = f(t)z + g(t)].

16*
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4°. «Двумерное» решение в виде полинома третьей степени по х:

w{x, у, t) = <р(у, 1)хъ + ф{у, t)x2 + Х{у, t)x + 9{у, t),

где функции <р = ip(y, t), ф = ф{у,?),х — х{у, t), 0 = 6(у, t) описываются уравнениями

gipyy + Щ<р2 = О,

дфуу + 18/<рф + 3tpt = О,

9Xw + 6fPX + ЩФ2 + 4t = О,

Индексы у и t обозначают соответствующие частные производные, / = /(?), д = g(t). Эти урав-
уравнения можно рассматривать как обыкновенные дифференциальные уравнения относительно у с

параметром t; постоянные интегрирования будут произвольными функциями ?. Первое уравне-

уравнение имеет частные решения ip = 0 и tp — , где h = h(t) — произвольная функция.
Зду + ЛJ

5°. «Двумерное» решение:

w(x, у, t) = u(p, t) + a(t)y4 + [b(t)p + c{t)]y2 + n{t)y + A(i), p - y2 + 7@^-

Здесь с = c(t), 7 = j(t), ц = /J,(t), A = \(t) —произвольные функции, а функция и = u(p,t)
описывается уравнением

а2и
'

dpdt

где функции а = a(t) и Ъ = b(t) определяются по формулам

(bf)'t + Wgb

7.1.3. Другие уравнения

129
'

/73

вхи d2w dw dw
_

~dy~ dxdy Ox" dy2
~

Общее решение:

w(x,y)

где F(z) и G(x) — произвольные функции.
0 Литература: D. Zwillinger A989, p. 397).

вхи 82w dw d2w
_

, .

"

~dy~ dxdy
~

!te By2
~ fW'

1°. Пусть w{x,y)—решение рассматриваемого уравнения. Тогда функции

w\ = ±w(x,±y + <р{х)) + С,

где <р(х) — произвольная функция, С
—

произвольная постоянная, также будут решениями

этого уравнения.

2°. Точные решения:

1/2г /
w(x,y) = ±y\2 j f(x)dx +

w(x, у) = С,у2 + <р(х)у + -— [р2(х) - 2 j f{x) dx\ + С2,

где <р(ж) — произвольная функция, С\, Сг — произвольные постоянные.

3°. Преобразование Мизеса

? = х, r] = w, U{^,rj)=~, где w = w{x,y), A)
dy
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приводит исходное уравнение к нелинейному уравнению первого порядка

% B)

которое не зависит от ц. Интегрируя B) и учитывая равенства A), получим уравнение первого

порядка

(^y J C)

где ф(ы) — произвольная функция.
Интегрируя C), находим общее решение в неявном виде:

dw

I = ±У
/2F(x)+ip(w)

где р{х) и ф(ги)— произвольные функции, F(x) = I f(x)dx.

,
dw 62w ,. . Qw d2w . .

,
. / \ , / ч

3>
"a7~вЩ

+ f{v)-^-W
= 9{y)w + {v)x + s{y)-

Точное решение линейное по переменной х:

w = ip(y)x + ф(у),

где функции tp(y) и ф(у) описываются системой обыкновенных дифференциальных уравнений

dw\ 62w
,

. d2w

) + ь

1°. Пусть w(x, у, t) —решение рассматриваемого уравнения. Тогда функции

wi = CTlw[Cix + С2, Сху + Сз, Cit + С4) + Csyt + Сву + C7t + С8,

ш2 = w{x + Xy- b\2t, у
- 2bXt, t) + ip(t)y + фЦ),

где С\, Сг, Сз, Си, Cs, Ce, CV, Cs, A — произвольные постоянные, tp = <p(t), ф = ф^) —

произвольные функции, также будут решениями этого уравнения.

2°. «Двумерное» решение:

w(x,y,t) = U(z,t) + V(t)y2 + фЦ)у + x(t), z = x + \y,

где ip
= tp(t), ф = ф(Ь), x = xM — произвольные функции, Л — произвольная постоянная,

а функция U = U(z, t) описывается уравнением с частными производными первого порядка

[<т(?) — произвольная функция]:

iir +FО + ьд2 it+ 2h<p{t)z = a{t)' F{u) = If{u) du-

Полный интеграл этого уравнения имеет вид

где С\, С2 — произвольные постоянные, а функции A(t), B(t) определяются по формулам

А{?) = -2Ь [ ip(t) dt, B(t)= [ [a{t) - F(A(t)) - bX2A(t)] dt.

1°. Пусть w(x,y,t)
—

решение рассматриваемого уравнения. Тогда функция

wi=w(S,V,t) + 'P(t)v + 1>(t), t = x + Xy-X2 Гg(t)dt + Ci, f) = y
- 2Л f g{t)dt + C2,

где Ci, Сг, Л— произвольные постоянные, <р = tp{t), ф = Ф{Ь)— произвольные функции, также

будет решением этого уравнения.
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2°. «Двумерное» решение:

w(x, у, t) = U(z, t) + V(t)y2 + фЦ)у + X{t), z = x + \y,

где <р
= <f{t), ф = ф{Ь), x — x{t) — произвольные функции, Л — произвольная постоянная,

а функция U = U(z, t) описывается уравнением с частными производными первого порядка

[cr(t) — произвольная функция]:

1Г
+ fW*О + xg{t) !г + 29{t^{t)z ff(t)> *(«) / ф(")du-

Это уравнение можно проинтегрировать [полный интеграл ищется в виде U = A(t)z + B(t)].

7.2. Уравнения квадратичные относительно старших
производных

7.2.1. Уравнения вида ^-~^- = f{x,y)

Пусть w(x, у) —решение рассматриваемого уравнения. Тогда функция

wi = w(x,y) + C\xy + CiX + Съу + d,

где Ci, Сг, Сз, С\ — произвольные постоянные, также будет решением этого уравнения.

.. . fe

1°. Точное решение:

w(x,y) = (C1x + C2)yk+1+ ...yL1. Г lX
~

У^}. dt + C3xy + C4x + C5y + Ca,

где Ci, Сг, Сз, Сa, Cs, Се — произвольные постоянные.

2°. Точное решение:

«,(*, у) = (Cix + С2)ук+2 + ,.

где Gi, Сг, Сз, Са, Сь, Се — произвольные постоянные.

3°. Точное решение:

к+2
w(x,y) = ip{x)y 2 + Cixy + С2х + С3у(,y) p{x)y + Cixy + С2х + 3у + 4,

где Ci, Сг, Сз, Ci — произвольные постоянные, а функция ip = уз(ж) описывается обыкновен-

обыкновенным дифференциальным уравнением

a2w

(x,y) = Ci f (x-
Jo

1°. Точное решение в виде суммы функций разных аргументов:

~ [\у-т)
^1 Jo

где Ci, Сг, Сз, С^ —произвольные постоянные.

2°. Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

w{x,y) = <р{х)ф{у),

где функции ip = (р(х), ф = ф(у) описываются обыкновенными дифференциальными уравне-
уравнениями (Ci — произвольная постоянная)

4>4>L =Cif{x),

фф" = Cr'
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82w 82w ..

,

. .

Точные решения:

w(x,y)=±—

где Ci, C2, C3, d — произвольные постоянные.

Точное решение:

w(x, у) = v(x)yk+l + ф{х)у + x{x),
где функции ip = tp(x), ф = ф{х), х = xix) описываются системой обыкновенных дифферен-
дифференциальных уравнений

k(k + \)W"XX = f(x),

5-
a*2 dy2

"/(x)e '

dy2
1°. Точное решение:

w{x, У) = iCix + C2)eXv + -i- Г (!,~?/if) dt + Сзху + dx + Съу + Се,
Л Jo Cj^i + Cq

где Ci, C2, C3, C4, C5, Се — произвольные постоянные.

2°. Точное решение:

™(х, У) = <р(х)еХу/2 + Сгху + С2х + Съу + С4)

где С\, С2, Сз, Са — произвольные постоянные, а функция ip = tp(x) описывается обыкновен-

обыкновенным дифференциальным уравнением X2(pipxx = 4/(ж).

, d2w d2w ,, . 2Л« . I \ \v6 f{) +{)

Точное решение:

w(x,y) = ip{x)eXy + ф(х),
где функции tp = <р(х), ф = ф(х) описываются системой обыкновенных дифференциальных
уравнений

>?w'L = fix),

7.2.2. Уравнение Монжа-Ампера (^-J - 0^ = F{x,y)

Предварительные замечания.

Уравнение Монжа — Ампера встречается в задачах дифференциальной геометрии, газовой

динамики и метеорологии.

1°. Пусть функция w(x,y) является решением уравнения Монжа
— Ампера. Тогда функция

mi = w(x,y) + С\х + С2у + Сз,

где С\, С2, Сз — произвольные постоянные, также будет решением этого уравнения.

2°. Преобразование

х = а\х + Ь\у + с\, у = а2х+ Ь2у + с2, w = aib^kw + 03Ж + Ьзу + сз, F = k2 F,

где ап, Ьп, сп, к — произвольные постоянные, переводит уравнение Монжа — Ампера в

уравнение того же вида.
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3°. Преобразование (С. В. Хабиров, 1990)
l \ l, F -

где а, /3— произвольные постоянные, переводит уравнение Монжа—Ампера в уравнение того

же вида.

Методы интегрирования уравнения Монжа— Ампера изложены в книге Э. Гурса A933,
стр. 45-65). Групповая классификация, некоторые инвариантные решения и законы сохранения

приведены в работах С. В. Хабирова A990), N. Н. Ibragimov A994, pp. 94—101).

4°. В лагранжевых координатах система уравнений одномерной газовой динамики с плоскими

волнами имеет вид

ди_ др__п 9V ди
_

at
+

az
~

'

at at
'

где t — время, и — скорость, р
—

давление, ? — лагранжева координата, V
— удельный объем.

Считается, что уравнение состояния описывается зависимостью V = V (р, ?(?)), где S = S(?) —

заданное распределение энтропии.

Преобразование Мартина

u(^t) = ~(х,У), t=-jL(x,y), x = t, v=Ptt,*)

сводит уравнения одномерной газовой динамики к неоднородному уравнению Монжа —

Ампера

где П1,у) = -^-(
® Литература: М N. Martin A953), Б. Л. Рождественский, Н. Н. Яненко A978, стр. 318).

1 ( " *"

} —

-"--"-

_ Q*

V вхву J Эх2 9j/2

Однородное уравнение Монжа —Ампера.

1°. Пусть w(x,y) —решение однородного уравнения Монжа
— Ампера. Тогда функции

loi = Ciw(C2x + С3у + С4,С5х + Сву + С7) + Сах + Сяу + Сю,

где Ск (к = 1, ..., 10) — произвольные постоянные, также будут решениями этого уравнения.

2°. Первые интегралы:

-. ( dw dw dw \
Фг! -т—,w-x- У-Х-) =0,V ах дх ду /

где Ф1 (и, v) и Фг (и, z) — произвольные функции двух аргументов.

3°. Общее решение в параметрическом виде:

w = ах + <р(а)у + ф{а),
х + ip'{а)у + ф'(а) = 0,

где а — параметр, <р = ip(a) и ф = ф(а) — произвольные функции.
4°. Точные решения, содержащие одну произвольную функцию:

w(x,y) = V(Cxx + С2у) + С3х + С4у + Съ,

(x, у) = (Схх + С2у

где Сп (п — 1,..., 9) — произвольные постоянные; (р = <p(z) — произвольная функция.
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5°. Точные решения, содержащие произвольные постоянные:

С2
w(x, у) = Ciy2 + С2ху + -г^-х2 + Сзу + Сах + Сь,

w(x,y)= —]—-[С2у2 + Сзу+ -?%-) +С^у + С5х + Сб,
X + Ох \ 4С2 /

w(x, у) = ±(Сц + С2у + С3)к + С4х + Сьу + Се,

w^x, у) = i —-——¦ — Ь Счх + С/8У ~\~ С9)

w(x,y) = ±a/Ci (x + аJ + С2{х + а)(у + Ь) + С3(у + ЪJ + Сьх + Сву + С7,

где о, Ь, Сп — произвольные постоянные.

0 Литература куравнению 7.2.2.1: Э. Гурса A933, стр. 62), С. В. Хабиров A990), N. Н. Ibragimov A994,

pp. 94-101).

/ d2w \2 a2w d2w
_

' l дхду ) Эх2 ду2
~

'

1°. Первые интегралы при А = а2 > 0:

,. / dw dw \

Ф1К-Ь-х-+аУ'^у--аХ)=0'
, /dw dw \

где Ф„ (и, v) — произвольные функции двух аргументов (п = 1, 2).

2°. Общее решение в параметрическом виде при А = а2 > 0:

Х~
2а

' У~
2а

'
W

Та

где /3 и Л— параметры, <р = (р(/3) и ф = ф(Х) — произвольные функции.
3°. Точные решения:

у/А
w(x, у) = ±^--x(Cix + С2у) + <p(Cix + С2у) + Съх + САу,

w(x,y) = Ciy2 + С2ху + -^г(С% - А)х2 + Сзу + Сц + С5,

w(x,у) = —1—- (с2у2 + Сзу + -$-) - —*—{х3 + 3d*2) + СаУ + Сьх + Се,

w(x,у) = ±-^2L(Ciz - С\у2 + СзK/2 + С4х + Сьу + Св,

где С\, С2, Сз, Ci, Сь, Се —произвольные постоянные, ip = <p(z) — произвольная функция.
Четыре других решения можно получить:

1) из решения уравнения 7.2.2.18 при а = 0, /(и) = А, где C— произвольная постоянная;

2) из решения уравнения 7.2.2.20 при /(и) = А, где о, Ь, с— произвольные постоянные;

3) из решения уравнения 7.2.2.21 при f(u) = А, где о, Ь, с, k, s— произвольные постоянные;

4) из решения уравнения 7.2.2.24 при а = 0, f(u) = А, где C— произвольная постоянная.

4°. Преобразование Лежандра

где и = u(?,ri) — новая зависимая переменная, а ? и ц
— новые независимые переменные,

приводит к уравнению аналогичного вида

/ d2u у _

d2u d2u
_

1

\ d^drj)
~

~di2"dv2~
~

~A'

0 Литература: Э. Гурса A933, стр. 63-64).
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/ 62W \2 62W 62W
_

., .

3>
I~вЩ)

~

Вх2 ау2
~пх)-

1°. Точные решения квадратичные по переменной у:

w{x,y) = Ciy2 + С2ху + -?f-z2 - -i- Г(х - t)f{t) dt + С3у + dx + С»,

w(x, y)=—^ (с2у2+СзУ + -?L) - -i- [\x - t)(t + Ci)f(t) dt + CiV + Сьх + Ce,
i + Cj V 4C2 / 2C2 y0

где Ci, C2, Сз, Са, Сь, Се —произвольные постоянные.

2°. Точные решения при f(x) > 0:

w(x, у) = ±у \ff{x)dx + ip(x) + Ciy,

где <р(х) — произвольная функция.

0 Литература: М. N. Martin A953), Б. Л. Рождественский, Н. Н. Яненко A978, стр. 318).

3°. Рассмотрим некоторые конкретные зависимости / = f(x). Решения, которые могут быть

получены по формулам из пп. 1°, 2°, опускаются.

3.1. Точные решения при f(x) = Axk можно получить:

1) из решения уравнения 7.2.2.18 при f{u) = А, а = к/2, где /3 — произвольная постоянная;

2) из решения уравнения 7.2.2.24 при f(u) — А, а = к/2, где /3 — произвольная постоянная.

3.2. Точные решения при /(ж) = Ае^х:

w(x, у) = ±4НгeW2 sin(ClX + C2y + С3) + С4х + С5у + С6,
^2

w(x,y) = ±4тт-еХх/2 MCiX + С2у + С3) + С4х + Сьу + Св,

w(x,y) = ± 2^- вх^2 сЬ(Схх + С2у + С3) + С4х + С5у + С6.

Еще одно решение можно получить из решения уравнения 7.2.2.22 при а = A, f(u) = Л, где /9 —

произвольная постоянная.

. / d2w \2 62w d2w ,, .

4. I I = f(x)v-

1°. Точное решение квадратичное по переменной у:

w(x, у) = Ciy2 - у f F(x) dx + —L f (х- t)F2(t) dt + C2x + C3y + C4,
J 2W Ja

F{x) = ^j- J f{x)dx + Cb,

где C\, Ci, Cz, d, Сь — произвольные постоянные.

2°. Точное решение квадратичное по переменной у:

™{х, У) = <р{х)у2 + ф

где

х{х) = т /(ж"<} ¦^^~dt + СъХ

3°. Точные решения в виде полиномов третьей степени по у:

/"
где Сi, С2, Сг, Са, Сь — произвольные постоянные.

4°. См. решение уравнения 7.2.2.7 в п. 2° при к = 1.
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5 ( d2w V

1°. Точное решение квадратичное по переменной у:

w(x,y) = <р(х)у2 + [Ci J V2(x)dx + С2]у+ ±С\ j\x
где функция ip = <р{х) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

2°. Точные решения в виде полиномов четвертой степени по у:

w(x, у) = Ciy4 - —I— [ (х- t)f(t) dt + Cix + С3у + d,

w(x,y)=
У --J

(Ь1Х + b2) 1

где C\, C<i, Съ, Са, Сь — произвольные постоянные.

3°. См. решение уравнения 7.2.2.7 в п. 2° при к = 2.

. / 82w \2 82w 82w
,,

. 2 , / Л ,

6() Лж) +9{*) +

Точное решение квадратичное по переменной у:

w(x, у) = р(х)у2 + Ф(х)у + х(х),
где функции ip = f{x), ф = ф{х), \ — х(х) описываются системой обыкновенных дифферен-
дифференциальных уравнений

W'L = 2(^J - \f{x),

d2w d2w

1°. Точные решения:

yk+2 i Г"

~ТГ / (x-
c-j ja

где Ci, C2, Сз, Са, Съ — произвольные постоянные.

2°. Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:
к+2
2

где функция ip = ip(x) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

к(к + 2)Wlx - (к + 2?Ш2 + 4/(х) = 0.

3°. Рассмотрим подробнее случай степенной зависимости /(ж) = Ахп.

Точные решения:

С хп+2 Avk+2

С Хп+2 Ayk+n+3

С ук+2

w(x, у) = {Cix + C2yk~lyk+2 - - ^ Г(х - t)tn(Cit + C2)k+1 dt + C3y + C4x,

w(x, y) - (Ciy + C2)~n~lxn+2 - ^ / (y - t)tk(Cit + C2)n+1 dt + C3y + dx,

где Ci, С2,Сз, C\ —произвольные постоянные.
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Имеется также решение в виде произведения функций разных аргументов, указанное в п. 2°

при f(x) = Ахп, и решение такого же типа

п+2
2

где функция ф = ф(у) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

п(п + 2)фф';у - (п + 2J(ф'уJ + 4Аук = 0.

Подстановка ф = \j~nl2 приводит его к уравнению Эмдена-Фаулера

„
_

8А кттп+1
V У U '

точные решения которого для различных значений параметров к, п указаны в книге В. Ф. Зай-

Зайцева, А. Д. Полянина B001 а).

Другое точное решения при }{х) = Ахп можно получить из решения уравнения 7.2.2.18

при /(и) = Аик, п = 2а + к/3, где а, /3 — произвольные постоянные.

Точное решение:

где функция ip — ф(х) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

(fc + l)(fc + 2)W'L - (fc + 2JШ* + f{x) = 0.

Удхву) вх* ву*
~J(X]e ¦

1°. Точные решения:

w(x, у) = d Г (х - t)f(t) dt + С2х - тАт^" + СзУ + Ci>
Ja °1A

где Сi, Сг, Сз, Сь, C — произвольные постоянные.

2°. Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

w(x,y) = р(аОехр(уАу),
где функция ip

— ip(x) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

W»
- Ш2 + 4А-2/(*) = 0.

Точное решение:

w(x, у) = ф)ех* - -L J\x - tJ®L dt + Схх + С2у + Сз,

где функция ip
— <p(x) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

w'L - {v>'*J + А~2/(х) = о.

Точное решение:

w{x, y)=Ci f (х- t)f(t) dt-~ f\y - t)g(?) d? + C2x + Csy + C4,
Ja °1 Jb

где Ci,C2, Cz, d— произвольные постоянные.
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1°. Точные решения:

™(ж, У) = ±т- / Vf(z) dz + ip(z) + С\х + С2у, z = ах + by,

где Ci, C2 — произвольные постоянные, <f(z) — произвольная функция.

2°. Преобразование
w = U(x, z), z = ах + Ьу

приводит к уравнению вида 7.2.2.3:

\dxdz) ~~W dz*
+b f[zh

Здесь переменные х и z играют соответственно роль у и х в 7.2.2.3.

2 d2w d2w fe,, , . .

Преобразование
ги = G(ж, z), z = ах + by

приводит к уравнению вида 7.2.2.7:

(д'иу_ д*и э*и 2 k

\dxdz)
~

dx* дг*
+ь х f[z)-

Здесь переменные х и z играют соответственно роль у и ж в 7.2.2.7.

"¦

Преобразование

приводит к уравнению вида 7.2.2.8:

Здесь переменные жиг играют соответственно роль у и ж в 7.2.2.8.

Преобразование

w = U(x,z), z =

приводит к уравнению вида 7.2.2.9:

2
Ь е

Здесь переменные жиг играют соответственно роль у и ж в 7.2.2.9.

,,
/ 92и; \2 S2u; d2w 2Ла>Л/ , . л . Хх , . .

16 () П* + Ь)+ ( + Ь

Преобразование
w = U(x, г), z = ax + by

приводит к уравнению вида 7.2.2.10:

/ d2U \2
_

d2U d2U

V dxdz)
~

дх2 dz2
4

Здесь переменные жиг играют соответственно роль у и ж в 7.2.2.10.
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"
'

вхву J дх2 Qy2 x*-J\x

Частный случай уравнения 7.2.2.18 при а = —2, C = —1.

1°. Интеграл:
dw

_

dw

дх ду

где С— произвольная постоянная.

0 Литература: М. N. Martin A953), Б. Л. Рождественский, Н. Н. Яненко A978, стр. 318).

2°. Точные решения:

J '

х'

^) ± f
х I J

~Hz)dz + С, z = И,
хх

где <р(г) — произвольная функция.

вхву ) дх2 ву*
Х ПХ УУ

Точное решение:

w(x, у) = xa~l3+1u(z) z — х0у,
где функция и = u(z) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

\№ + \)zu'z + (а - /3)(р -а- 1)и]и'ж'ж + (а + l)\u'zJ - f(z) = 0.

0 Литература: С. В. Хабиров A990).

Точные решения:

w(x, у) = ± I y/F{z) + Ci dz + С2х + С3у + С4, F{z) =-~ J f{z)dz, z = ax-by2,

где Сi, С2, Сз, Са
—

произвольные постоянные.

2 82w 82w ,, 2

Нах

Точное решение при Ь2 ф Аас:

w(x, у) = u(z) z = ах2 + Ьху + су2,

где функция и = u(z) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

2Dас - b2)zu'zu'L + Dас - fe2)(u'J2 + /(*) = 0.

Интегрируя, получим

где С\,Сг — произвольные постоянные.

2 62W 62W ,, 2

= f(ax

Точное решение:

w(x, у) = u(z) z = ax2 + Ъху + су2 + кх + sy,

где функция и = u(z) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

2[Dос - Ъ2)г + as2 + ск2 - bks]uzu'L + Dас - b2){u'zJ + f(z) - 0.

Замена V(z) = (uzJ приводит к линейному уравнению первого порядка.
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\ дхду 1 дх2 8y2
Jl Vh

Точное решение:
w(x,y) = e»xU(z), z = e?xy, M = ±a - /3,

где функция U = U(z) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

P2zU'zU'L - IJ.2UU'JZ + (/3 + txf{U'zJ - f(z) = 0.

Y23 ( Y23- l дхду )
Точное решение:

w{x,y) = ехр^-^-
где функция ip = ip(x) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

x2W'lx - x2(v'xf + 2xW'x -V2 + 4fc~V/(z) = 0.

У
)

24 ( У24' l дхду)
Точное решение:

w{x,y) = xa+2u(z), z = xl3ey/x,
где функция и = u(z) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

z2[Czuz + {а + 2)(а + l)u]u« + z{ [C - (а + lJ]zu'z + {а + 2)(q + l)u}u'z + f(z) = 0.

0 Литература: С. В. Хабиров A990).

2 d2W

Точное решение:

w = 2/exp(ay~1)(ys(z) + С\у + С2х + С3, z- ху + /Зу~2,
где С\, Съ, Съ — произвольные постоянные, а функция ip = ip(z) описывается обыкновенным

дифференциальным уравнением

B/V, + "V)V» - а2^2 + /(^) = 0.

0 Литература: С. В. Хабиров A990).

> О точных решениях неоднородного уравнения Монжа — Ампера для некоторых частных

зависимостей F = F(x, у) (не содержащих функционального произвола) см. С. В. Хабиров
A990) и N. Н. Ibragimov A994). О задаче Коши для уравнения Монжа —Ампера см. Р. Курант

A962, стр. 491-495).

7.2.3. Уравнения вида {^-J = /(*,„) *?|?. + 9(х,у)

/ d2w \2
_

. d2w d2w

Кдхду )
~ *(Х) вх2 ву2

•

1°. Пусть w(x, у) —решение рассматриваемого уравнения. Тогда функция

ил = Ciw(x, С2у + Сз) + С^х + Сьу + Се,

где С\, Сг, Сз, С*, Сь, Св — произвольные постоянные, также будет решением этого уравнения.

2°. Точные решения, содержащие произвольные функции:

™{х,у) = <р(х) + С1У + С2,

w(x, у) = <р(у) + Cix + С2,

где Ci, C2 — произвольные постоянные, <р = ip(z) —произвольная функция.
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3°. Точное решение квадратичное по переменной у:

w{x,y) = V{x)V2 + [CMx) + C2\y+^ Пх-
2 Jo

где функция <р = <p{x) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

4°. Точное решение, содержащее произвольную степень у:

w(x, у) - v{x)yk + Схх + С2у + Сз

где функция ip = tp(x) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

{к - l)f(x)<pV"z - кШ2 = 0.

5°. Точное решение, содержащее экспоненциальную функцию у:

w(x,y) = ip(x)eXy + Схх + С2у + Сз,

где Сх, C<i, Сз, А— произвольные постоянные, а функция у = tp(x) описывается обыкновенным

дифференциальным уравнением

- (v'xJ = о.

Iе. Точное решение линейное по переменной у:

¦ w(x, у) = ±у I \/g{x) dx + <р(х) + Сху,

где <р(х) — произвольная функция.

2°. Точное решение квадратичное по переменной у:

w(x,y) = V(x)y2 + [С1Ч>(х) + Съ]у + \ Г(х - t)-^M.(*)]2.~g@ dt
,

2 Уо f(t)v(t)

где С\, Сг, Сз, С\ — произвольные постоянные, а функция у = if(x) описывается обыкновен-

обыкновенным дифференциальным уравнением

- 2(/,J = 0.

Последнее имеет частное решение ip = Се.

1°. О точном решении квадратичном по у см. уравнение 7.2.3.5 при g2 = ffo = 0.

2°. Точное решение третьей степени по у:

С2у - -^- Г(х - t) Ш- dt + С3х + Са,
6Cj Ja f(t)

где Сх, Сг, Сз, Си —произвольные постоянные.

Более общее решение имеет вид

w{x,y) = V(x)y3 + CiV-j j\x -

t)j(~~ + C2X + Сз,

где функция ip = ip(x) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

2/(*W,', - 3(^K - 0.

3°. См. решение уравнения 7.2.3.6 в п. 2° при к = 1.
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.,
ч
82w 82w

,
, . 2

1°. О точном решении квадратичном по у см. уравнение 7.2.3.5 при gi — до — 0.

2е. Точное решение четвертой степени по у:

w(x,y) = С1У4 + С2у - -}— Г(х - t)l?L А + Съх + С4)

где С\, С2, Сз, С4 — произвольные постоянные.

Более общее решение имеет вид

w(x, у) = ф)у4 + Civ-+- Г(х -

12 Уа
С2х

где функция ip = ip(x) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

3/Wwi', - 4(^'хJ = 0.

3°. См. решение уравнения 7.2.3.6 в п. 2° при к = 2.

2

Точное решение квадратичное по переменной у:

w(x, у) = <р(х)у2 + ф{х)у + х(х),

где функции if = f(x), ф = ф(х), х = х(х) описываются системой обыкновенных дифферен-
дифференциальных уравнений

'L = 2Ш2 - jrg2{x),
'L = 2<р'хФ'х - т31(ж),

f{x)<Px'L = W'K - Tffo(x).
2

)
1°. Точное решение в виде суммы функций разных аргументов:

где Ci, Сг, Сз, Са
—

произвольные постоянные.

2°. Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

к+2
2

где функция ip = <p(x) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

к(к + 2)f{x)W4, - (fc + 2J(^J + 4д(х) = 0.

3°. Точное решение:

где функция ф = (/'(ж) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

(fc + \)Цх)фф'1х -(к + 2)(ф'хJ = 0.

_ / Э2™ \2 ., . 92и; в2и;
,

, . 2fe+2 , . / \ к

Точное решение:

^у)=ф)у (fc+1;(fc+2)
где функция ip = ip(x) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

(fc + l)(fc + 2)f(x)<p<p'l, ~(к + 2J(^J + д{х) = 0.

17 А. Д. Полянин, В. Ф. Зайцев
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e

1°. Точное решение в виде суммы функций разных аргументов:

(-'1л

где С\, Сг, Сз, Са — произвольные постоянные.

2°. Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

™(х,у) = tp(x)exp(\\y),
где функция ip = (р(х) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

Я*Wx'x - (^J + 4А-23(Ж) = 0.

3°. Точное решение:

где функция ф = ф(х) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

Я*)*А - (АI = о.

Точное решение:

w(x, у) = V(x)exv - -i- j\x - *)дЦ^ dt + Сгх + С2у + Сз,

где функция ip = <p(x) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

1°. Пусть w(x, у) —решение рассматриваемого уравнения. Тогда функция

ил = Ciw(x,y) + С2Х + Сзу + С4,

где С\, Сг, Сз, Са —произвольные постоянные, также будет решением этого уравнения.

2°. Точное решение в виде суммы функций разных аргументов при /igi ф 0:

Jb

где Ci, C2, Сз, Са
—

произвольные постоянные.

3°. Точные решения при /2G2 = 0:

w(x,y) = ip(x) + С1У + С2,

w(x,y) = ip(y) + Cix + C2,

где С\, С2 — произвольные постоянные, ip — ip(z) — произвольная функция.

4°. Точное решение при /292 = 0:

w(x, у) = (р(х)ф(у) + С\х + С2у + Сз,

где функции ip = ip(x) и ф = ф(у) описываются обыкновенными дифференциальными уравне-
уравнениями

'2
- 0,
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,
. . 82w 82w

,
,

, . .

+ Ь)
ву2

+9(ах + Ьу).

Точное решение:

w(x, у) — ip(z) + Cix2 + С2ху + Сзу2 + Cix + Сьу, z = ах + by,

где С\, С2, Сз, Са, Се— произвольные постоянные, а функция ip(z) описывается обыкновен-

обыкновенным дифференциальным уравнением

{aby'L + С2J = f(z)(a2^z + 2Ci)(bV« + 2С3) + g(z),

которое легко интегрируется (предварительно надо разрешить его относительно ff"zz).

7.2.4. Другие уравнения

Точное решение квадратичное по переменной у:

w(x, у) = <р{х)у2 + ф(х)у + х(х),

где функции ip = tp(x), ф = ф(х), х = х(х) описываются системой обыкновенных дифферен-
дифференциальных уравнений

''
'f h2{x) = О,

Ых) = О,

+ 9{х)х + ho(x) = 0.

(Щ=л
^) +^2C;)——+[h3(x)y+h4,(x)] -^-
ay / oa; aj/

Уравнение имеет точное решение квадратичное по переменной у:

w(x, у) = (р(х)у2 + ф(х)у + х{х).

7.3. Уравнение Беллмана и родственные уравнения

7.3.1. Уравнения с квадратичной нелинейностью

8w 8w .. 8w 82w

Это уравнение встречается в задачах оптимальной коррекции случайных возмущений и является

следствием уравнения Беллмана [см. Ф. Л. Черноусько A971), Ф. Л. Черноусько, В. Б. Колма-

новский A978)]. Переменная t — Т — т играет роль «обратного» времени.

Iе. Пусть w(x, у, i) — решение рассматриваемого уравнения. Тогда функция

ил = Ciw(x + С2,у + C3,t) + С4)

где С\, С2, Сз, С4 — произвольные постоянные, также будет решением этого уравнения.

2°. Точные решения:

w = U(z,t), z = y±2^x I g(t)dt + ClXy/2 + C2, r = f f(t) dt + Сз,

где Ci, C2, Сз — произвольные постоянные, а функция U = U(z,t) описывается линейным

уравнением теплопроводности

дт dz2

0 Литература: А. С. Братусь, К. А. Волосов B001).

17*
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3°. Точное решение:

w = u{?,t), ? = y + Cix+-±-J g{t)dt + C2, r= f

где Ci, Съ, Сз — произвольные постоянные, а функция и = u{^,rj) описывается линейным

уравнением теплопроводности

ди
_

д2и
_

~д7~ 'Щ2~
~

'

4°. Решения из пп. 2°, 3° являются частными случаями более общего решения вида

w = U{z,t), z = y + <p(x,t), T = jf{t)dt,
где функция ip = ip(x,t) удовлетворяет нелинейному уравнению с частными производными

первого порядка

^^ О)
dt дх

а функция U = U(z, т) описывается линейным уравнением теплопроводности

dU d2U

дт dz2
Полный интеграл уравнения A) имеет вид

^ 1

= 0.

C2, B)

где С\> Съ — произвольные постоянные. Общий интеграл уравнения A) можно представить
в параметрической форме с помощью полного интеграла B) и двух выражений [см. Э. Камке

A966), A. D. Polyanin, V. F. Zaitsev, A. Moussiaux B002)]

где ф = ф(С\) —произвольная функция, штрих обозначает производную (Ci и Ci играют роль

параметров).
Замечание. Решению из п. 2° соответствует ф(С\) = const.

5°. Точные решения:

w = ± ехр [Ау + ?(х, ?)],
где А — произвольная постоянная, а функция ? = ?B, t) описывается уравнением первого

порядка

§!Hf
Полный интеграл этого уравнения имеет вид

^]t+ C2, D)

где Ci, Сг — произвольные постоянные. Общий интеграл уравнения C) можно представить в

параметрическом виде с помощью полного интеграла D) и двух выражений

Сг = <p(Ci),

&) = 0,

где ip
= </j(Ci) — произвольная функция {С\ и Сг играют роль параметров).

6°. Точное решение:
w = eXxd(y,t),

где А— произвольная постоянная, а функция в = 9(y,t) описывается двумерным уравнением

7°. О задаче Коши и автомодельных решениях уравнения для степенных функций f(t) и g(t)
см. работы Ф. Л. Черноусько A971), Ф. Л. Черноусько, В. Б. Колмановский A978).
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dw dw .,.- dw 82w ,..,, s( dw\2

Замена z = I h(x)dx приводит к уравнению вида 7.3.1.1 для w = w(z,y,t).

dw *,^9w dw
, ,.fdw\

1°. Точное решение:

w = U(z,t), z = y + ip(x,t), r=ff(t)dt.
Здесь функция <p = ip(x,t) удовлетворяет нелинейному уравнению с частными производными

первого порядка

d4> d4>
- a(x t) <П

а функция U = U(z, r) описывается линейным уравнением теплопроводности

9U
-

d'U
- 0 B)

Полные интегралы и общие решения (интегралы) уравнения A) для различных функций
g(x,t) можно найти в книге A. D. Polyanin, V. F. Zaitsev, A. Moussiaux B002). О решениях
уравнения B) см. книги А. Н. Тихонова, А. А. Самарского A972), В. С. Владимирова A985),
А. Д. Полянина B001 Ь).

2°. Точные решения:
w = ± ехр [Ху + С,{х, t)],

где А— произвольная постоянная, а функция ? = ?(х, t) описывается нелинейным уравнением

с частными производными первого порядка

Точные решения:

где А — произвольная постоянная, а функция С, = C,{x,t) описывается нелинейным уравнением
с частными производными первого порядка

7.3.2. Уравнения со степенной нелинейностью

, dwfdw\h ,..fdw\kd2w
'Ы) нч)
Это уравнение встречается в задачах оптимальной коррекции случайных возмущений и является

следствием уравнения Беллмана [см. Ф. Л. Черноусько A971), Ф. Л. Черноусько, В. Б. Колма-

новский A978)]. Переменная t = T — т играет роль «обратного» времени.

1°. Пусть w(x, у, t) — решение рассматриваемого уравнения. Тогда функция

«Л = Сци(х + С2,у + C3,t) + Ca,

где С\, Сг, Сз, d — произвольные постоянные, также будет решением этого уравнения.
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2°. Точное решение:

w = U(z,r), r = Jf(t)dt + Ci,

z = у + (х + Сг)"^1" [{к +lT+l J g(t) dt + Сз]
ТТГ

+ d,

где Ci, С2, Сз, С\ — произвольные постоянные, а функция U = U(z, г) описывается линейным

уравнением теплопроводности

аи
_

д2и

дт dz2
~

0 Литература: А. С. Братусь, К. А. Волосов B001).

3°. Точное решение:

-g- f g(t)dt + C2, т = J f(t)dt + C3,

где Ci, Ci, Сз — произвольные постоянные, а функция и = и(?,г]) описывается линейным

уравнением теплопроводности

ди д2и

4°. Решения из пп. 2°, 3° являются частными случаями более общего решения вида

w = U(z,t), z = v + <p(x,t), r = Jf(t)dt,
где функция <р = ip(x, t) удовлетворяет нелинейному уравнению с частными производными

первого порядка

?(?)'-«<«• <¦>

а функция U = U(z, t) описывается линейным уравнением теплопроводности

dU_ _

д2и
_

~дт~ dz2
~

'

Полный интеграл уравнения A) имеет вид

¦Jg(t)dt + C2, B)

где С\, С2 — произвольные постоянные. Общий интеграл уравнения A) можно представить

в параметрической форме с помощью полного интеграла B) и двух выражений [см. Э. Камке

A966), A. D. Polyanin, V. F. Zaitsev, A. Moussiaux B002)]

С2='

где ф = V'(C'i) — произвольная функция, штрих обозначает производную {С\ и Ci играют роль
параметров).

5°. Точное решение:
w = ехр[Ху + C(x,t)],

где А — произвольная постоянная, а функция С = С(а:! *) описывается уравнением первого

порядка

Полный интеграл этого уравнения имеет вид [см. A. D. Polyanin, V. F. Zaitsev, A. Moussiaux

B002)]

J[2^]t+ C2, D)
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где С\, Сг — произвольные постоянные. Общий интеграл уравнения C) можно представить в

параметрическом виде с помощью полного интеграла D) и двух выражений

лк+1 [

где <fi = <p(Ci) — произвольная функция (Ci и Сг играют роль параметров).

6°. Точное решение:

где А — произвольная постоянная, а функция 9 = 9(y,t) описывается двумерным уравнением

п_ .Ж. t ae_\k+1 _

к У)at
n '

ду* (Щк Уду)
7°. О задаче Коши и автомодельных решениях уравнения для степенных функций /(<) и g(t)
см. работы Ф. Л. Черноусько A971), Ф. Л. Черноусько, В. Б. Колмановский A978).

(лг) " ' <*> (аг) -W
~ 9{t)h{x)Ы

Замена z = / [^(a;)]1' dx приводит к уравнению вида 7.3.2.1 для w = w(z,y,t).

= y + ip{x,t), t = j f{t)dt.

1°. Точное решение:

Здесь функция ip = ip(x,t) удовлетворяет нелинейному уравнению с частными производными

первого порядка

а функция U = U(z, t) описывается линейным уравнением теплопроводности

дт dz2

Полные интегралы и общие решения (интегралы) уравнения A) для различных функций

g(x,t) можно найти в книге A. D. Polyanin, V. F. Zaitsev, A. Moussiaux B002). О решениях
уравнения B) см. книги А. Н. Тихонова, А. А. Самарского A972), В. С. Владимирова A985),
А. Д. Полянина B001 Ь).

2°. Точное решение:
w = exp[Xy + ^(x,t)],

где А— произвольная постоянная, а функция ? = ?(z, t) описывается нелинейным уравнением
с частными производными первого порядка

Точное решение:

где А — произвольная постоянная, а функция ? = ?(x,t) описывается нелинейным уравнением

с частными производными первого порядка



8. Уравнения второго порядка общего вида

8.1. Эволюционные уравнения

8.1.1. Уравнения вида —— = f(w, ——, —^Л
Предварительные замечания. Рассмотрим уравнение

dw -F(w *Н_ «!НЛ (п

Iе. Пусть w(xy t) —решение уравнения A). Тогда функция w(x + Ci,t + С2), где Ci и С2 —

произвольные постоянные, также будет решением этого уравнения.

2°. В общем случае уравнение A) допускает точные решения типа бегущей волны

где к, А — произвольные постоянные, а функция w(?) описывается обыкновенным дифферен-
дифференциальным уравнением

F(w, kxVft к Wee j
— \wc = 0.

В данном разделе рассмотрены частные случаи уравнения A), которые помимо решения

типа бегущей волны B) допускают также другие точные решения.

'

~ЪТ
~

V ваз2 )'
1°. Точное решение в виде суммы функций разных аргументов (А, В, С — произвольные

постоянные):

w(x, t) = F(A)t + \Axi +Bx + C.

2°. Точное решение (А, В, С — произвольные постоянные):

w(x, t) = {Ax + B)t + C + <р{х),

где функция ifi(x) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

3°. Точное решение (А, В, к, А — произвольные постоянные):

w(x,t) = At + B + ip(?), ? = kx

где функция ф(?) описывается автономным обыкновенным дифференциальным уравнением

4°. Автомодельное решение:

где функция 0@ описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

5°. Замена u(x,t) = приводит исходное уравнение к уравнению вида 1.6.16.2:
ах

?-'(?)&¦ «•>-«<•»¦
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6°. Преобразование

t = at + 71, % — Pi
w = /3i (/?4w + -yftz2 + 7зг) + 74* + 75 + #2 [0з(ги)х - го)

п>г = Рзх + Ciwx + 73,

где a, @i, fi — произвольные постоянные (а Ф О, /З1/З4
— 0203 ^ 0), а индексы х, х обозначают

соответствующие частные производные, переводит рассматриваемое уравнение в уравнение
такого же вида. При этом правая часть уравнения преобразуется следующим образом:

а а

0 Литература: И. Ш. Ахатов, Р. К. Газизов, Н. X. Ибрагимов A989), N. Н. Ibragimov A994).

Частный случай. Уравнение

1°. Точное решение в виде суммы функций разных аргументов:

w(x,t) = \Схх2 +С2х + aC^
где СХ,С2, С3 —произвольные постоянные.

2°. Точное решение:

w(x,t)= [a(l-k)t + C1}^z^u{x) + C2,

где функция и(х) описывается автономным обыкновенным дифференциальным уравнением (и'^х)к —и = О,
общее решение которого можно представить в неявном виде

2 EUL - p(E2!L °2w\
at

~

\ ax
'

ею2 У
Помимо точного решения типа бегущей волны это уравнение имеет также более сложное точное

решение в вида

где А, В, к, А— произвольные постоянные, а функция у(?) описывается автономным обыкно-

обыкновенным дифференциальным уравнением

Частный случай. Уравнение
dw dw d2w

= а-

dt дх дх2

1°. Точное решение:

w(x,t) = Vl(t) + V2(t)x3/2
где функции ipk = ipk(t) описываются автономной системой обыкновенных дифференциальных уравнений

ip'3 =

Штрихи обозначают производные по t.

2°. Точное решение в виде полинома третьей степени по х:

w(x,t) = Mt)+fa(t)x + iP3(
где функции Vjt = V"JbM описываются автономной системой обыкновенных дифференциальных уравнений
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3°. Точное решение:

где Cj, С2, С3, С4 — произвольные постоянные, а функция в = в(х) описывается автономным обыкно-

обыкновенным дифференциальным уравнением

решение которого можно представить в неявной форме.

. dw д Г , ч] dw

1°. Преобразование
- fx [ь - 1
* = *—*о, х = - w(y,t)dy- F(w(xo,t),wx(xo,t))(It, w(x,t) = —-—-

Ло ¦'«0 ^(.X,tj

переводит (ненулевое) решение w(x,t) исходного уравнения в решение w(x,t) уравнения

аналогичного вида
да а г&/_ _ ч]

где

F(iu,iux) = wi^io ,u)~3u)x). A)

2°. В частном случае

F(w,wx) = 5(iu)(u)j.)fc
из формулы A) получим

F(w,wx) = g{w)(wx)\ g(w) = ш1 *^ ).
0 Литература: W. Strampp A982), J. R. Burgan, A. Munier, M. R. Feix, E. Fijalkow A984), N. H. Ibragimov
A994).

dw
_

f 1 dw 1 82w \

dt

~

\~w~ 8x
' ^пГ дх2 )'

Точное решение:

где к, А— произвольные постоянные, а функция tp(?) описывается автономным обыкновенным

дифференциальным уравнением

,
dw „( 1 dw 1 d2w \

'

0t V го 0а;
'

го 0а;2 У'

1°. Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

w(x,t) = Cext<p(x),
где С, А-—произвольные постоянные, а функция ip(x) описывается автономным обыкновенным

дифференциальным уравнением

if

Это уравнение имеет частные решения вида <р(х) = еах, где а — корень алгебраического (или

трансцендентного) уравнения F(a, а2) — А = 0.

2°. Точное решение:

w{x,t) = CeAV(?), ? = kx + /3t,

где С, к, A, ft
—

произвольные постоянные, а функция т/>(?) описывается автономным обыкно-

обыкновенным дифференциальным уравнением

ф

Это уравнение имеет частные решения вида V*(O — e^
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dw
_ Эр/1 &w I 92w \

При C — 0 и /3 = 1 см. соответственно уравнения 8.1.1.2 и 8.1.1.5.

1°. Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

w(x,t)= [{l

где А, В—произвольные постоянные, а функция <р(х) описывается автономным обыкновенным

дифференциальным уравнением

/3-iFM ,Щ= А.
V tp ip I

2°. Точное решение:

w(z, t) = (i + С) 1-0 0(z), 2 = fcz 4- A ln(i 4- C),

где С, A:, A — произвольные постоянные, а функция Q(z) описывается автономным обыкновен-

обыкновенным дифференциальным уравнением

9w op™v( dw

1°. Точное решение в виде суммы функций разных аргументов:

w(x, t) = -j ]n{A0t + В) + ф),

где А, В—произвольные постоянные, а функция ip(x) описывается автономным обыкновенным

дифференциальным уравнением

2°. Точное решение:

w(x,t) = -~

где С, к, А— произвольные постоянные, а функция 0(?) описывается автономным обыкновен-

обыкновенным дифференциальным уравнением

dw
_

„/ d2w I dw \
'

~at \ ox2 / ~dx~)'
Частный случай уравнения 8.1.1.2.

1°. Точное решение:

w(x,t) = At + B

где А, В, к, X — произвольные постоянные, а функция у(?) описывается автономным обыкно-

обыкновенным дифференциальным уравнением

2°. Точное решение:

w(x,t)=te(z) + C, z = kx

где С, к, j3, A — произвольные постоянные, а функция &{z) описывается автономным обыкно-

обыкновенным дифференциальным уравнением



268 Уравнения второго порядка общего вида

dw
_

dw „( d2w /dw\
'

at
~

ax v дх2 I dx )'
Частный случай уравнения 8.1.1.2.

1°. Точное решение:

w(x,t) = At + В + tp(z), z = kx + Xt,

где А, В, к, А— произвольные постоянные, а функция <p(z) описывается автономным обыкно-

обыкновенным дифференциальным уравнением

2°. Точное решение:

w(x,t) = Ae

где А, В, к, C, Л — произвольные постоянные, а функция 0(?) описывается автономным

обыкновенным дифференциальным уравнением

dw / dw \ C „ / d2w I dw \
¦

~5T
~

\~dx~) \~d~x2~/~dx~)'
Частный случай уравнения 8.1.1.2. При /3 = 0 и J3 = 1 см. соответственно уравнения 8.1.1.8 и

8.1.1.9.

1°. Точное решение:
1

w(x,t) = [ЛA - /3)t + В] J-^ <р(х) + С,

где А, В, С — произвольные постоянные, а функция <р(х) описывается автономным обыкно-

обыкновенным дифференциальным уравнением

2°. Точное решение:

w(x, t) = (t + A) i-/3 0(г) + В, z- kx + Aln(t + A),

где А, В, к, А— произвольные постоянные, а функция 0(z) описывается автономным обыкно-

обыкновенным дифференциальным уравнением

t'(@',)>F(ke';je',) = ле; + -j-i

8.1.2. Уравнения вИда i. = ,(.,., ?.
Предварительные замечания. Рассмотрим уравнение

Пусть вспомогательное обыкновенное дифференциальное уравнение

w - F(x, w, w'x, w'lx)

после линейного преобразования

х = <p(z), w = ф(г)и

и последующего сокращения обеих частей на функцию ф{г) приводится к автономному виду

и = F{u, uz, u"z),

где Т =¦ F/ф. Тогда рассматриваемое уравнение в частных производных A) таким же преобра-
преобразованием

х = v{z), w{x, t) - ip{z)u(z, t)
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ди
_

/ ди д2и \

проводится к уравнению

которое имеет точное решение в типа бегущей волны и = u(kz + At).
Сказанное позволяет использовать различные известные преобразования обыкновенных

дифференциальных уравнений (см. Э. Камке, 1976; В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин, 2001а) для

построения точных решений уравнений в частных производных. Если исходное уравнение было

линейным, то такие преобразования будут приводить к линейным уравнениям с постоянными

коэффициентами.

Точное решение:

w(x,t) = Axt + Bt + C + ip{x),
где А, В, С— произвольные постоянные, а функция <р(х) описывается обыкновенным диффе-
дифференциальным уравнением

dw „/ dw d2wdw
_ „f dw

Точное решение в виде суммы функций разных аргументов:

w(x,t) = At + B + <p{x),

где А и В — произвольные постоянные, а функция <р(х) описывается обыкновенным диффе-
дифференциальным уравнением

F(x, ip'x, v?"x) = А.

>х
'

dx2 )'

1°. Точное решение в виде суммы функций разных аргументов:

w(x,t) = At + В + ф(х),

где А, В— произвольные постоянные, а функция <р(х) описывается обыкновенным дифферен-
дифференциальным уравнением

F(ip'x, xtpxx) = A.

2°. Точное решение:

где С— произвольная постоянная, а функция 0(?) описывается обыкновенным дифференци-
дифференциальным уравнением

F@ + ?0^, 2^ + ^20^) + ?2©^ = 0.

. dw _ / dw 2 82w \4. = F [w, x , x
—

.

Замена х = ±e2 приводит к уравнению

dw ^( dw d2w dw

at r[.w' dz
'

dz2 dz

которое имеет точное решение в типа бегущей волны w = w(kz + At).

, 8w ь„/ dw 2 92w \
5. = x F[w, x , x

—

.

at \ дх дх2)
Автомодельное решение:

w(x,t) = w(z), z = xt1/k,
где функция w(z) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

F[w, zwz, z wzz) — wz = 0.
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'

~ЬТ
~ х Vй5' х~Ь~х'

х

dx2 ) axlfo'
Переходя к новым независимым переменным

2 = xeat, т= —A — е~а ),

получим уравнение вида 8.1.2.5:

Точное решение:

w(x,t) = w(z), z = Xx + lnt,

где функция w(z) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

ezF(w, Xw'z, \2w"z)-w'z =0.

о
dw ( 1 dw 1 82

Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

w(x,t) = Ае^(р(х),
где A, ft — произвольные постоянные, а функция ц>(х) описывается обыкновенным дифферен-
дифференциальным уравнением

dw
_ р„( 1 dw 1 d2w\

~bT~W
*
Г' ~w~~dx~' ~ы~~Ь~хг~)-

При 1/3 = 1 см. уравнение 8.1.2.8.

Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

где А, В—произвольные постоянные, а функция ip(x) описывается обыкновенным дифферен-
дифференциальным уравнением

ip ip

=e
at

Точное решение в виде суммы функций разных аргументов:

w(x, t) = —I ln(A/W + В) + v(x),

где А, В — произвольные постоянные, а функция <р(х) описывается обыкновенным дифферен-
дифференциальным уравнением

e^F{x,V'x,^x)+A = Q.

dw
_ dwpf d2w I dw \

~bT
-

~dx~ \x' ~dx2~/ ~~d^)-
1°. Точное решение в виде суммы функций разных аргументов:

w(x,t) = At + B + <p(x),

где А, В — произвольные постоянные, а функция ip(x) описывается обыкновенным дифферен-
дифференциальным уравнением

<p'xF(x, <pxx/ip'x) = A.
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2°. Точное решение:

w(x,t)
где А, В, ц — произвольные постоянные, а функция О(х) описывается обыкновенным диффе-
дифференциальным уравнением

e'xF(x, e'L/e'x) = ф.

/dw\I ax )¦
и (Yf(x /

at
~

\ ox ) Г' ex* I ax

При p = 1 см. уравнение 8.1.2.11.

1°. Точное решение в виде суммы функций разных аргументов:

w(x,t) = At + B + ip{x),

где А, В— произвольные постоянные, а функция <р(х) описывается обыкновенным дифферен-
дифференциальным уравнением

2°. Точное решение:

w(x, t) = [ЛA - 0)t + Ci] ^W [0(x) + В] + Сг,

где А, В, С\, Сг — произвольные постоянные, а функция 0(х) описывается обыкновенным

дифференциальным уравнением

(e'xHF(x, e'iJQ'x) =Ав + АВ.

8.1.3. Уравнения вида ЕЕ. = F(x,t,w, %L,at v дх

1. = F[ах + bt, w, ,
—

.

at \
^ ' '

dx
'

0a:2 /

ЕЕ
at

= F[ах + bt, w, ,

at \
^ ' '

dx
'

0a:2
Точное решение:

w — (i), ? ,

где функция w(?) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

F(?, w, aw's, a2w'^) - bw[ =¦ 0.

2.—=f(t)x Ф^,х—,x ^-r)+xfl(t)—.
Переходя к новым независимым переменным

z = xG(t), т= I f(t)G-k(t)dt, G(t) = exp[Jg(t)dt],
приходим к более простому уравнению вида 8.1.2.5:

dw k ж / dw 2 д2и>

в* JK '
\w дх' w

Преобразование

, G(t)=exp[fg(t)dt]
приводит к более простому уравнению вида 8.1.1.8:

ди «./I 9а 1 д2и \ди «./I 9а 1 д2и \
—- = и"Ф —

—-,
— —— 1,

от Va ax u ох41 /

которое имеет точное решение в типа бегущей волны и = u(Ai + Вт) и решение в виде

произведения функций разных аргументов и — <р(х)ф(т).
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. 8w ,/. 1 82w\

dt V
'

го 8х2 I

Точные решения в виде произведения функций разных аргументов:

w(x, t)=Aexp\Хх + I $(t, Л2) dt\,

w(x,t) = [Ach(Xx) + Bsh(Xx)]exp\^(t,X2)d
w{x,t) - [Acos(Ax) + Bsin(Az)]exp[/$(t,-A2)dt],

где А, В, X — произвольные постоянные.

5.wF(t,
dt V

'
w

Точное решение в виде произведения функций разных аргументов

F(t,X)dt\,
где функция tp = tp(x) удовлетворяет линейному обыкновенному дифференциальному уравне-

уравнению f(x)<p'xx — Ay.

, dw
_

Л 1 Ow 1 d2w \b-
~ЬТ~ 'шфГ' ~^~дТ' 1^~дх^)-

Точное решение:

w(x,t) = Aexphx + I ФЦ, A, A2) dtj,
где А, А— произвольные постоянные.

Точное решение:

W(x, t) = eAlE(t) [A + |Ж dt] + Be-XxE(t), E(t) = exp[| Ф(«, A2) dt] ,

где А, В, X— произвольные постоянные.

Точное решение:

W(x, t) - e*-B(t) [Л + /Ж Л] + e-*-E(t) [б + /Ж dt] ,

где А, В, А — произвольные постоянные.

9. 4?
Уравнение имеет точное решение вида

10. 2j!L=w*(t, ^--~) +/(t)ch(A*)+fl(t)sb(AaO.

Точное решение:

w(x, t) = сЦХх)Е{1) [A + jM^dt]+ sh(\x)E(t) [в + jЖ dt],
E{t) = exp [f${t, A2) dt\,

где А, В, X— произвольные постоянные.
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Точное решение:

w(x,t) = cos{\x)E(t) \a+ [ Ж- dt] + Вsin(\x)E(t),
L J E(t) J

где А, В, А— произвольные постоянные.

12. -^ = ШФ (t, -I -|^-) + /(t) cos(Ax) + fl(t) sin(Ax).

Точное решение:

(x, t) = cos(Xx)E(t) [а+|Жй]+ sm(Xx)E(t) [в + J -§^- dt],

где А, В, А — произвольные постоянные.

13. -5— =wF1(t, —г-] +cos(Ax)F2 It, —-5-) + sin(AaB)F3 11,
0t \ w 8x2 I \ w dx2 ) \ w

Уравнение имеет точное решение вида

w(x,t) = cos(\x)<p(t) + sin(Aa;)i/)(t).

вго / 1 dw 1 d2w \ . . x*
14. = 'Ц)Ф(t, ,

— + /(tie .

0t V
'
w дх 'го дх2 J J w

Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

u,(z,t) = eA^(t) [A +уЖ dt] , ?(t) = ехр [У Ф(«, A, A2) dt],
где А, В, А — произвольные постоянные.

15-
ж

Преобразование

)«(a;,T), т = j f{t)G$~\t)dt, G{t) = exp[J g(t) dt]
приводит к более простому уравнению вида 8.1.2.9:

'

и Э^' и дх*)'
которое имеет точное решение в произведения функций разных аргументов и = <f>(x)i>(T).

dw r/\/9w\k-/ 82w
,, dw r/\/9w\k-/ 82w I 8w \ , ,.4 , ....

16. _ = /(«)(_)• (x, _-/—) + »(*)„ + h(*).

Точное решение:

где функции y(t), ^(t) описываются системой обыкновенных дифференциальных уравнений
первого порядка (С — произвольная постоянная):

? + g(t)<p, (I)

f(t)vk + h(t), B)

а функция Q(x) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением второго порядка

(в'х)кФ(х, в^/в'х) = А© + В. C)

18 А. Д. Полянин, В. Ф. Зайцев
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Общее решение системы B) дается формулами

\t)dt]i:=ir, G(t)=exp[Jg(t)dt],
= DG{t) + G(t) I[Bf(t)vk(t) + Ht)]

где A, B,C, D— произвольные постоянные.

При к = 1 и Ф(х, у) = Ф(у) решение уравнения C) имеет вид

в(х) = oteXx - В/А,

где а — произвольная постоянная, а Л находится из алгебраического (или трансцендентного)

уравнения: АФ(А) = А.

17. ? = [Л(*)» + Л(*

Точное решение:

где функции <p(t), ip(t) описываются системой обыкновенных дифференциальных уравнений

первого порядка (С
—

произвольная постоянная):

A)

B)

а функция Q(x) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением второго порядка

{в'х)кФ(х,в'^/в'х)=С C)

Общее решение системы B) дается формулами

]~1/k= G(t)[A-kcJfi{t)Gk{t)dt]
v(t)J[Cf0(t)vk(t) + go(t)}

где А, В, С— произвольные постоянные.

Далее считаем, что функция Ф не зависит явно от х, т. е. Ф(ж, у) — Ф(у). При Ф@) ф 0 и

Ф@) ^ оо частное решение уравнения C) имеет вид 0(ж) = ах + /3, где а*Ф@) = С, a C—

произвольная постоянная.

При fe = 0 общее решение уравнения C) имеет вид

где а, Р
—

произвольные постоянные, а А находится из алгебраического (или трансцендентного)
уравнения: Ф(А) = С.

Преобразование

w(x,t) = u(x,T) + G(t), т= f(t)exp[/3G{t)]dt, G(t)= g(t)dt

приводит к более простому уравнению вида 8.1.1.7:

дт \дх' дх*)'

которое имеет точное решение в типа бегущей волны и = и(Ах + Вт) и решение в виде суммы

функций разных аргументов и = <р{х) + ф{т).
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dw .,., e-w-rf dw d2w

~вТ
= f{t)e *VX' -0^'

Преобразование

u,(z,t):=U(z,T) + G(i), т = Jf(t)exp\pG(t)]dt, G(t) = Jg(t)dt
приводит к более простому уравнению вида 8.1.2.10:

дп _е/3иф/ ди д2и\

которое имеет точное решение в произведения функций разных аргументов и — <р(х) + ф{т).

,„
8w *,^=/ dw d2w\

, ... dw
20.—= f№(«,,—,—)+g(t)—.
Преобразование

r=ff(t)dt, z = x+ f g{t)dt,

приводит к более простому уравнению

dw
_

./ dw d2w \

которое имеет точное решение в типа бегущей волны w = w{kz -f- Xr).

21
9w -wF(t —

ax

1°. Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

w(x,t) = Cexp[\x+ I F(t,\2,0)dt\,

где С, А— произвольные постоянные.

2°. Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

где А, В, X — произвольные постоянные, а функция <р = ip(x) описывается обыкновенным

дифференциальным уравнением <p't = <pF(t,\2,4AB\2<p2).
3°. Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

w{x,t) = [Asin(\x) + В cos(\x)]ip(t),
где А, В, А — произвольные постоянные, а функция <р = ip(x) описывается обыкновенным

дифференциальным уравнением <p't = <pF(t, —A2, —Х2(А2 + В2)ц>2).
0 Литература: Ph. W. Doyle A996), рассматривался случай dtF = 0.

„ dw „(. d2w dw d2w . flu
, 2d2w\22. = wF [t, —, x —, 2w — 2x \- x 1.

dt \
'

dx2
'
8x dx2

'
dx

т
Эх2 J

Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

где Со, Су, Сг —произвольные постоянные, а функция ip = ip{t) описывается обыкновенным

дифференциальным уравнением (p't = <pF(t,2C2<p,Ci<p,2Coip).
0 Литература: Ph. W. Doyle A996), рассматривался случай dtF = 0.

,,
dw ,( . dw\.-( dw

Jttjt
———

__ f ilia (/• CX/ •
—— l

-^ 1 *t«
5

at v вж / \ dx

Точное решение в виде суммы функций разных аргументов:

где функция <р(х) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

18*
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,.
8w .1 , dw\--( I dw 1 82w\ , ,..

24. — = /(*, t, „, _)ф(х, -_, __) +»(«)„.

Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

w(x,t) = Cexp[[ g(t)dt]ip(x),
где функция <^(ж) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

25. ? (?Н
[Ро(*) + xpi(t)] ~- + q(t)w + so(t) + xsi(t) + x2s2(t).

Уравнение имеет точное решение квадратичное по переменной х:

8.1.4. Уравнения вида F(x,t,w, ^, |^, ??) = О

= О.

Точное решение:

w = w(?), ^ = at + bx,

где функция w(?) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

?, w, aw^, bui?, b w'^) = 0.

1°. Точные решения в виде произведения функций разных аргументов:

w(x,t)~ [Ach(\x) +Bsh{\x)]<fi(t),
где А, В, А — произвольные постоянные, а функция tp(t) описывается обыкновенным диффе-
дифференциальным уравнением первого порядка

F(t,<p't/<p,\2)=0.
2°. Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

w(x,t) = [Acos(Xx) + Bsm(\x)]ip(t),
где А, В, А — произвольные постоянные, а функция <p(t) описывается обыкновенным диффе-
дифференциальным уравнением первого порядка

Л 1 dw 1 0го 1 d2w\
_

V1' го dt'w дх '
го вх2 )

~ "'

Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

w(x,t) = AeXxip{t),
где А, А — произвольные постоянные, а функция у>(?) описывается обыкновенным дифферен-
дифференциальным уравнением первого порядка
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/ I 8w 1 dw 1 d2w \
_

lX' "^"вГ1 ~w~~dx~' 'w~~dx2~)
~

Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

где А, А— произвольные постоянные, а функция <р(х) описывается обыкновенным дифферен-
дифференциальным уравнением второго порядка

F(x,\,<p'x/<p,<p'x'x/<p)=0.

Точное решение в виде суммы функций разных аргументов:

Здесь функции tp{x) и ф(х) описываются обыкновенными дифференциальными уравнениями
первого и второго порядков

Fi(t,(p't)-k<p = C,

Р2{х,ф'х,ф':х)-кф = -с,
где С— произвольная постоянная.

1 flw 1 d2w
, „

Л 1 8w\ h С 1 flw 1 d2w \ _

6. Filt,
— +wHF2[x, —, —-=- = О.

\ w 8t / \ w 8x w дх2 )

Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

Здесь функции ip(i) и ф(х) описываются обыкновенными дифференциальными уравнениями
первого и второго порядков

где С— произвольная постоянная.

Точное решение в виде суммы функций разных аргументов:

Здесь функции <р(х) и ф(х) описываются обыкновенными дифференциальными уравнениями

первого и второго порядков

где С — произвольная постоянная.

. _Л 1 8t»\ , _/ 1 dw I d2w \
, ,

8. Filt, —) +F2 x, —-,
—- = fclnio.

\ w 8t J V w dx w dx2 )

Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

w{x,t) =ехр[<р(г)+ф(х)].
Здесь функции <р(х) и ф(х) описываются обыкновенными дифференциальными уравнениями
первого и второго порядков

Fi (t, <p't) -kv = C,

р2(х,ф'х,ф':х + (ф'хJ) - кф = -с,

где С— произвольная постоянная.
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8.2. Уравнения, содержащие вторые производные обеих
переменных

8.2.L Уравнения вида
*«

= ,(*,,,„, ?, ?,
*-

1°. Пусть ш(г,<) — решение рассматриваемого уравнения. Тогда функция

«д = Cr2w(Cia; 4- С2, Сit + Са) + Ctxt + Csx + Cet + С7,

где Сп — произвольные постоянные, также будет решением этого уравнения.

2°. Точное решение квадратичное по переменной х (и по переменной t):

w(x, t) = \Ах2 + Bxt + \F(A)t2 + Cix + C2t + C3,

где А, В, Ci, Сг, Съ —произвольные постоянные.

3°. Автомодельное решение:
w = x2U{z), z = x/t,

где функция U = U{z) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

z3(zU'Jz +2U'Z) = F{z2U"z + 4zU'z + 2U).

4°. Замена u(x,t) = приводит к уравнению вида 3.4.7.7:

0 Литература: N. Н. Ibragimov A994).

Частный случай 1. При F(?) = a?n уравнение имеет решение в виде произведения функций разных
аргументов w = ip{x)ip{t).

Частный случай 2. При F{?) = а ехр(А{) уравнение имеет решение вида w = x2<p(t) + ф(х).

Частный случай 3. При F(?) = alnf + Ь уравнение имеет решение вида w = t2<p(x) + ip(t).

. d2w „f 8w 82w
2 F^w
Пусть вспомогательное обыкновенное дифференциальное уравнение

w = F(x, w, w'x, w'xx)

после линейного преобразования

х = <p(z), w = гр(г)и

и последующего сокращения обеих частей на функцию ф(г) приводится к автономному виду

U = Т(и, и'г, и'гг),

где Т — F/ф. Тогда рассматриваемое уравнение в частных производных таким же преобразо-

преобразованием

х = ч>(г), w(x, t) = ip(z)u(z, t)

приводится к уравнению

at2 -^\и> dz' dz* )'
которое имеет точное решение в типа бегущей волны и = u(z + At).

Сказанное позволяет различные известные преобразования обыкновенных дифференциаль-
дифференциальных уравнений (см. Э. Камке, 1976, В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин, 2001а) использовать для

построения точных решений уравнений в частных производных. Если исходное уравнение было

линейным, то такие преобразования будут приводить к линейным уравнениям с постоянными

коэффициентами.
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02w I dw d2w\
,
„Л dw\

Fx ) + G0' -ж) +bw-

Точное решение в виде суммы функций разных аргументов:

где функции <р{х) и ip(t) описываются обыкновенными дифференциальными уравнениями (С

произвольная постоянная)

F(x,<p'x,<p'L) +b<p = C,

82w f I dw 1 d2w d2w I dw \2
_ f I dw 1 d2w d2w I dw \2\
~

V ' ~w~~aT' 'w~~e^2~' w~bl^~
~

KT^J )¦
1°. Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

w(x,t) = (АеХх + Be-Xx)<p(t),
где А, В — произвольные постоянные, а функция <р — tp{x) описывается обыкновенным

дифференциальным уравнением tp"t = <pF(t, <p't/<P, A2,4>lSA2<y32).
2°. Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

w(x,t) = [Asin(\x) + Bcos(\x)]ip(t),

где А, В — произвольные постоянные, а р = <р{х) описывается обыкновенным дифференци-
дифференциальным уравнением <p"t = yF(t, (p't/<p, —A2, —\2(А2 + В2)<р2).

,
d2w ( d2w dw 82w

„ „
dw 2d2w\5. 7Г- = wFIt, ^-, x —, 2w — 2x \- x — ).

dt2 \
'
9x2

'

dx Ox2
'

Ox
^

Ox2 J

Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

где Со, С\, Сг — произвольные постоянные, а функция ip = (p(t) описывается обыкновенным

дифференциальным уравнением <yj'/t = <pF(t, 2C2P, Ci<p, 2Co<p).

ft г д2™\ J.e^IT (+
г d2w\

It, -—5- + e /*2 It, ^-=-\ w dx2 J \ w dx2 I
3I t,
\

6. -
= wbi It,5 + e /2 It,^= + e JP3I t,5 I.

dt2 \ w dx2 J \ w dx2 I \ w dx2 )

Уравнение имеет точное решение вида

w{x,t) = ex>

_
d2w ( 1 d2w\ ,

.. . „ 1. 1 d2w\ . . . / 1 82w \
7.

-—5- =wJFi (t, — —-—) +cos(Aa;)F2 t, —=- + sin(Ax)F3(t, — —-j- .

9t2 \ w Ox2 1 \ w dx2 I \ w dx2 I

Уравнение имеет точное решение вида

w(x,t) = cos(Xx)(p(t) + sin(\x)ip(t).

8.2.2. Уравнения нелинейные относительно старших производных

Точное решение:

w(x,y) = <р(х) + ф(у) + Схху + С2х + С3у + С4,

где С\, Сг, Сг, Си — произвольные постоянные, а функции ip = ip(x) игр = ф(у) описываются

обыкновенными дифференциальными уравнениями (а — любое)

fi(fxx) = agi(x),
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dw d2w d2w \
_

> -^Г' о_5 >

дхду )
—

¦

Замена и = -§^- приводит к уравнению с частными производными первого порядка

ди

ду.

О методах интегрирования и точных решениях таких уравнений (для различных F) см. книги

Э. Камке A966), A. D. Polyanin, V. F. Zaitsev, A. Moussiaux B002).

Fix, у, и, —, — ) = 0.
\

у
дх д

Точное решение квадратичное по обеим переменным:

w(x, у) = Аих2 + А12ху + А22у

где Аи, Аи, А22, Bi, B2, С — произвольные постоянные, связанные одним соотношением

w(x, у) = Аих2 + А12ху + А22у2 + Вхх + В2у + С,

dw d2w 82w \
, ^

/ dw 82w d2w \

Точное решение в виде суммы функций разных аргументов:

w(x,y) = <р(х) + ф(у).

Здесь функции (р(х) и ф(у) описываются обыкновенными дифференциальными уравнениями

где С — произвольная постоянная.

1 8w I d2w \
„ ( 1 dw I d2w

Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

w(x,y) = ip(x)ip(y).

Здесь функции (р(х) и ф(у) описываются обыкновенными дифференциальными уравнениями

где С— произвольная постоянная.

,
„

/ 1 9w 1 d2w \ , к„ ( 1 dw 1 d2w \
6. Filx, —-, —г) +whF2(y, —-,

—- = 0.
\ w дх w дх2 ) \ w ду w ду2 )

Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

w(x,y) = 1р(х)ф(у).

Здесь функции f(x) и ф(у) описываются обыкновенными дифференциальными уравнениями

>

tp tp

где С— произвольная постоянная.



8.2. Уравнения, содержащие вторые производные обеих переменных 281

_ _/
, , dw dw d2w d2w d2w \

7. F(ax + by, W, —, —, _, _, ^-g-) = 0.

Точное решение:

w = u>(?), ? = ai + by,

где функция uj(?) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

_ „/ , , , i ,
dw dw 92w d2w d2w \ n8. Flax +bj/, «? + fcx + sj/, ——, ——, -r-^-, -^-o-, n n

) = 0.
\ дх ду дх2 ву2 дхду I

Замена и[х) у) = и>(ж, у) + кх + sy приводит к уравнению вида 8.2.2.7:

„/ , ди
,

ди д2и д2и д2и \F(ax + by, и, к, s, ——, ——,
—-— = 0.

\ дх ду дх2 ду2 дхду)

/ dw dw 82w 82w 82w \
_

F\w' ~в~' ~в~' ~д^' ~ду^~' ~дх~ду~)
-

Точные решения ищем в виде

где постоянные А, В, С определяются путем решения алгебраической системы уравнений (/3—

произвольная постоянная)

aiAk + а2Вк = 0А, A)
kk

=j3B, B)

+с2Вк =/ЗС. C)

Сначала решаются первые два уравнения A), B), затем из C) определяется С.
Искомая функция и>(?) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

F(w, Aw't, Bw'e, A2w'lb B2w'^



9. Уравнения третьего порядка
9.1. Уравнение Кортевега —де Фриза и родственные

уравнения

9.1.1. Уравнение Кортевега—де Фриза —— + —-^— 6w-~ = О
dt дх3 ах

Здесь рассматривается уравнение Кортевега — де Фриза в канонической форме. Это уравнение

используется во многих разделах нелинейной механики и теоретической физики для описания

одномерных нелинейных волн с дисперсией без диссипации (в которых закон дисперсии для

линейных волн имеет вид ш = aik + азк3, me k— волновое число). В частности, на уравнении

Кортевега— де Фриза основано математическое моделирование волн умеренной амплитуды на

поверхности неглубокой жидкости.

Кортевега — де Фриза интегрируется методом обратной задачи рассеяния, см. литературу

в конце разд. 9.1.1.

1. Некоторые формулы.

Пусть w(x,t) — решение уравнения Кортевега
— де Фриза. Тогда функции

«л = Clw{Cix + С2, Cft + С3),
W2 = w(x + 6\t,t) + А,

где С\, Сг, Сз, А — произвольные постоянные, также будут решениями этого уравнения.

0 Литература: П. Олвер A989).

2. Решения типа бегущей волны. Солитон. Периодические решения.
2.1. Решение типа бегущей волны:

w = w(z), z = х — vt,

где функция w{z) задается в неявном виде

dw
, ,-,

I = +.г + С3. A)
¦ vw2 + С±и> + С2

Здесь v, Сг, Сг, Сз — произвольные постоянные, значению v = 0 соответствует стационарное

решение.

Ниже описано два важных частных случая, когда решение A) удается записать в явной

форме.
2.2. Солитон. Единственное решение, регулярное при всех действительных значениях z и

обращающееся в нуль при z —> ±оо, имеет вид

w{z) = -

1

V

-г-, B)

где 2о
—

произвольная действительная постоянная.

2.3. Кноидальные волны. Существуют периодические решения действительные и регуляр-

регулярные при всех действительных значениях z:

w(z) = A en2 [p{z-z0), k], A = -2p2k2, v = 4р2Bк2 - 1), C)

которые зависят от произвольной положительной постоянной к2 < 1. Здесь сп(у, к) —эллипти-
—эллиптический косинус Якоби. Решение B) можно получить из формулы C) с помощью предельного

перехода при к2 —> 1. Периоды решения C) равны и>\ = АК, шг = IK + 2iK., где К, К, —

полные эллиптические интегралы первого рода:

К = / —— К, = I —====-, k + k: = 1.
J V02)(lk22)' J /A '){l kit")

f1 dt
_, f

/ —— К, = I
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3. Двух- и ЛГ-солитонные решения.

3.1. Двухсолитонное решение:

w(x,t) = -2-^-

.ai+a2

где Bi, B2, oi, a2—произвольные постоянные.

® Литература: R. Hirota A971, 1972).

3.2. УУ-солитонные решения:

Здесь I — единичная матрица порядка N, a C(x,t) — симметричная матрица порядка N с

элементами
^_

Cmn(x,t) = ^"-(t)p"^exp[-(Pm +pn)x],
Рт+Рп

где нормировочные множители определяются формулами

Pn(t) = рп@)ехр(8р^), п=1,2,...,ЛГ.

Справедлива асимптотическая формула

где vn = 4р2 — скорость n-й компоненты, а действительные постоянные ?* связаны между

собой соотношениями

n-l JV

?+ t- _ Уп-1]п Рп+Рт \^ -li Pn+Pm

4. Рациональные решения.

4.1. Простейшее рациональное решение имеет вид

w(x,t) = 2(x-O~2,
где ? — произвольная постоянная, которая может быть комплексной (если она действительна,

то решение сингулярно при действительных значениях х).

4.2. Общий вид рационального решения:

«;(*,*) = 2 ?[*-&@]~2- D)

Функции ^j (t) должны удовлетворять следующим условиям:

0(t) = -12 ^ [fc(t) - е*@]~2, j = 1, 2,..., N.
k = l

i*k

Решение существует, если N = -jT7i(rr)-(-l), т = 1, 2, 3, ..., причем при m > 1 действительных

решений нет. В частности, при т = 2 имеется три полюса ?,• (i) = —e27ru/3A2tI^3 (j = 1, 2, 3)
и решение D) можно записать в виде

, . 6х(х3 - 24*) , ..
„.

W{xt)=z ("РиЛГ = 3)
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Решение D) можно также записать в виде

х ъ\\ где Рк(х i\

0 Литература: Ф. Калоджеро, А. Дегасперис A985, стр. 162-165).

5. Автомодельные решения.

5.1. Автомодельное решение простейшего вида:

v ;
6 t-t0

где жо, to — произвольные постоянные.

5.2. Автомодельное решение:

w(x,t)= [3(t-to)}~2/3f(y), y= [3(t-to)]-1/3(x-xo),
где функция f(y) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением третьего по-

порядка

fvvv - Vfv - 2/ - 6//; = 0. F)

Уравнение F) имеет первый интеграл

(у + 2})[f'y -(у + 2/)/] - A + f'v)fy = С,

где С —¦ постоянная интегрирования. Положив h(y) = у 4- 2/(г/), можно получить более

компактную форму этого уравнения 2h[hyy + (у — h)h] + 1 — {h'yJ = 4С.

Решение уравнения F) можно представить в виде

где функция д(у) —любое решение второго уравнения Пеилеве

д'у'у — 2д —

уд — А, А— произвольная постоянная. G)

При А = 2~2'3 уравнение G) имеет решение

¦? [in F(-2-'/
где функция F = F(z) удовлетворяет уравнению Эйри F"z = zF.

0 Литература: Ф. Калоджеро, А. Дегасперис A985, стр. 166-168).

6. Другие решения.
Точное решение:

w(x, t) = 2<fi(z) + 2\t, z = x + 6\t2.

Здесь Л — произвольная постоянная, а функция <p(z) описывается обыкновенным дифференци-
дифференциальным уравнением второго порядка

где С — произвольная постоянная. Случаю Л = — 1, С = 0 соответствует первое уравнение

Пенлеве.

7. Интегральное уравнение Гельфанда—Левитана— Марченко.
Всякая быстро убывающая при х —> +оо функция F = F(x,y\t), удовлетворяющая

одновременно двум линейным уравнениям

d2F
_

d2F

dx2 dy1
~

'

at
+
\ox

+
ay
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порождает решение уравнения Кортевега— де Фриза в виде

w = -2-i-K(x,x;t),
dx

где K(x,y;t)—решение линейного интегрального уравнения Гельфанда — Левитана— Мар-
Марченко

К{х, у; t) = F{x, y,t)+ f K(x,z; t)F{z, y; t) dz.
J x

Время t входит в это уравнение как параметр.

® Литература к разд. 9.1.1: С. S. Gardner, J. M. Greene, M. D. Kruskal, R. M. Miura A967, 1974),
R. M. Miura A968), P. D. Lax A968), R. Hirota A971, 1972), В. Е. Захаров, Л. Д. Фаддеев A971), С. П. Новиков
A974), В. Е. Захаров, С. В. Манатов, С. П. Новиков, Л. П. Питаевский A980), Р. Буллаф, Ф. Кодри A983),
Дж. Лэмб A984), Ф. Калоджеро, А. Дегасперис A985), М. Абловиц, X. Сигур A987), Р. Додц, Дж. Эйлбек,
Дж. Гиббон, X. Моррис A988), G. W. Bluman, S. Kumei A989), М. J. Ablowitz, P. A. Clarkson A991),
R. S. Palais A997).

9.1.2. Цилиндрическое, сферическое и модифицированное уравнения
Кортевега —де Фриза

. dw d3w , dw .

1. г- а bw = 0.
at dx3 dx

Ненормированное уравнение Кортевега
— де Фриза.

Преобразование w(x, i) = —u(a;, г), r = at приводит к уравнению Кортевега—де Фриза
Ь

в канонической форме
ди д3и

„
ди

-j- + -5-г
- 6м— = 0.

ОТ ОХл ОХ

Об этом уравнении см. разд. 9.1.1.

, dw d3w dw . 1

dt dx3 dx It

Цилиндрическое уравнение Кортевега—де Фриза. Частный случай уравнения 9.1.2.3 при а = у,

Ь=-6,/3 = 1.

Преобразование

w{x't) = ~l^- Ttu{z'T)' s =

7'
t =
~^

приводит к уравнению Кортевега
—

де Фриза в канонической форме
ди д3и ди

Об этом уравнении см. разд. 9.1.1.

® Литература: Ф. Калоджеро, А. Дегасперис A985, стр. 237-238).

,
dw a dw _ d3w

Частному случаю а = 1, 6 = — 6, /3 = 1 соответствует сферическое уравнение Кортевега—де
Фриза.

1°. Пусть w(x, t) —решение рассматриваемого уравнения. Тогда функция

где Ci, Сг — произвольные постоянные, также будет решением этого уравнения.

2°. Вырожденное решение (линейное по переменной х):

w{x,t) = <p(t)x + Cit~a exp[-6 f <p(t)dt],

{1
- а .

л

при а Ф 1,
C2ta+bt

к г

—

при а = 1,
t(C2+61nt)

где Ci, Сг — произвольные постоянные (в обоих случаях интеграл можно вычислить).
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3°. Автомодельное решение:

w{x,t)=u{z)r2>\ г = хГ1'3,
где функция и = u(z) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

/Зи'Лг + buu'z - \zuz + (a - -|)u = 0.

flju 83w 2 9w
4. 4- — Gw — 0.

at дх3 Эх

Модифицированное уравнение Кортевега
— де Фриза.

1°. Пусть w(x,t) —решение рассматриваемого уравнения. Тогда функция

Wl = Ciw{Cix + С2, СЪ + С3),

где Ci, Сг, Сг — произвольные постоянные, также будет решением этого уравнения.

2°. Автомодельное решение (хо, ?о — произвольные постоянные):

где функция /(у) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением третьего по-

порядка

//// ?f ? Г ?% ?/ г-,

ууу -Vfy-f-Gf fy= 0.

Интегрируя, получим второе уравнение Пенлеве (а
—

произвольная постоянная):

fyy-2f-yf = a.

3°. Пусть w(x,t)-—решение рассматриваемого уравнения. Тогда функция u{x,t), полученная

преобразованием Миуры

u(x,t) = ЬиГ, A)

удовлетворяет уравнению Кортевега
— де Фриза из разд. 9.1.1 (в котором надо переобозначить

w на и).
Обратное утверждение, вообще говоря, неверно: если u(x,t) —решение уравнения Кортевега

— де

Фриза из разд. 9.1.1, то функция w(x,t), связанная с ним преобразованием Миуры A), удовлетворяет
нелинейному интегро-дифференциальному уравнению

4°. Решения модифицированного уравнения Кортевега— де Фриза

dw dsw 2 dw ...

—- + —-j-
- daw —- = 0, а = ±1, B)

at dx^ dx

могут быть получены из решений линейного интегрального уравнения Гельфанда — Левита-

Левитана— Марченко. Всякая быстро убывающая при х —> +оо функция F — F(x,y;t), удовлетво-

удовлетворяющая одновременно двум линейным уравнениям

dx dy
~

dt \дх ду)
~

'

порождает решение уравнения B) в виде

w = K(x,x; t),

где K{x,y;i)—решение линейного интегрального уравнения Гельфанда
— Левитана — Мар-

Марченко

K(x,y;t) = F(x,y;t) + — / / K(x,z;t)F(z,u;t)F(u,y;t) dzdu. D)

Время t входит в D) как параметр. Из первого уравнения C) следует, что F(ar, у; t) = F(x + y; t).
® Литература: Ф. Калоджеро, А. Дегасперис A985).
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9.1.3. Обобщенное уравнение Кортевега —де Фриза
dw ,

93w . ,, \ 9w „

При f(w) — aw см. разд. 9.1.1 и уравнение 9.1.2.1; при f(w) ~ aw2 см. уравнение 9.1.2.4.

Уравнения данного вида допускают точные решения типа бегущей волны w = w(kx + At).

dw 83w h dw
1. -—|- aw = 0.

at
^

аж» дх

1°. Пусть w(x, t) —решение рассматриваемого уравнения. Тогда функция

мл = Cl'kw{Cxx + С2, Cft + Сз),

где С\, Ci, Сз — произвольные постоянные, также будет решением этого уравнения.

2°. Решение типа бегущей волны (солитон):

где В, С— произвольные постоянные, А = [2(к + 1)(к + 2)В2/а]
3°. Автомодельное решение:

2
_ J_

w(x,t) = t 3fc Jj{z), z = xt з
,

где функция U = U(z) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

0^ 0^, 0к,

at
^

ах»
^

ах

1°. Пусть w(x, t) —решение рассматриваемого уравнения. Тогда функция

wi = w{Cix + C2,CU + Сз) + 2\n\Ci\,

где Ci, Сг, Сз — произвольные постоянные, также будет решением этого уравнения.

2е. Решение типа бегущей волны:

w = w(z), z = х 4- At,

где функция w{z) описывается автономным обыкновенным дифференциальным уравнением

второго порядка

w'zz 4- Au> 4- aew = С,

А, С— произвольные постоянные.

3°. Точное решение:

где функция U = U((,) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

aw а3н>
, ч

aw

Точное решение:

где Ci, Сг — произвольные постоянные.

® Литература: W. I. Fushchich, N. 1. Serov, Т. К. Ahmerov A991), V. A. Galaktionov A999).
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aw a3w
4

Точное решение:

e +

где C'i, С2 — произвольные постоянные.

® Литература: W. I. Fushchich, N. 1. Serov, Т. К. Ahmerov A991).

dw d3w . dw
5 + { + Ъ)

Точное решение:
, ,л

¦ Г С2 - х 1 6 ]

где C\,Ci — произвольные постоянные.

® Литература: W. I. Fushchich, N. I. Serov, Т. К. Ahmerov A991).

, dw d3w
, , , ,. dw

Используя формулу arccosu» = -f- — arcsimu, приходим к уравнению вида 9.1.3.5:

dw d3w
.

. .
.

_
,,
Эш

9.1.4. Уравнения, приводимые к уравнению Кортевега — де Фриза

Преобразование Беклунда

dw
_

3 9го
_

3 д2и 9 о

связывает рассматриваемое уравнение с уравнением Кортевега
— де Фриза (см. разд. 9.1.1):

ди д3и ди
п

...

9t Эх-3 (Эх

Пусть и = «(а:, t) — некоторое решение уравнения B). Тогда линейная система уравнений пер-

первого порядка A) позволяет найти соответствующее решение w — w(x,t) исходного уравнения.

® Литература: Н. X. Ибрагимов A983, стр. 216).

dw Э3гц / dw \3
_

dt
+ " ° а| „ ) - U.

Преобразования Беклунда

Эш , 9ш . d2u
=6u, = b + 2bu3, где b = ±v/2/a, A)

dx dt dx2

связывают рассматриваемое уравнение с модифицированным уравнением Кортевега—де Фриза

вида 9.1.2.4:

^+!^_6и^=(, B)
dt dx3 dx

Пусть и = и(х, t) — некоторое решение уравнения B). Тогда линейная система уравнений пер-

первого порядка A) позволяет найти соответствующее решение w
= w(x, t) исходного уравнения.

® Литература: Н. X. Ибрагимов A983, стр. 216).
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dw d3W I / dw \3 / w , , _«,N dw

Решения находятся из уравнения первого порядка

dw4

dx -+Vbe--)=4., A)

где функция и = u(a;, t) удовлетворяет уравнению

Уравнение A) можно рассматривать как обыкновенное дифференциальное уравнение относи-

относительно х с параметром t. В частных случаях а — О и Ъ = 0 уравнение B) совпадает с модифи-

модифицированным уравнением Кортевега
— де Фриза 9.1.2.4.

® Литература: Н. X. Ибрагимов A983, стр. 216-217).

4. —— = w

at

Уравнение Гарри Дима.

1°. Пусть w(x, t) —решение рассматриваемого уравнения. Тогда функция

ил = Ciw(C2X + Сз, ClClt + d),

где Ci, С-2, Сз, С*4 — произвольные постоянные, также будет решением этого уравнения.

2°. Имеются решения следующего вида:

w = U(x + At) решение типа бегущей волны,

w = t~a~1'3u(xta) автомодельное решение,

w = f{x)g(t) решение в виде произведения функций разных аргументов,

3°. Покажем, что рассматриваемое уравнение связано с уравнением Кортевега— де Фриза

ди д3и ди

Подстановка

приводит A)к виду

Дифференцирование B)

д2У

dydt

по у

ду

„(dv
\ду

dv

~дТ
~

дает

Г1
/

d3v

ду

dv \

д3У

ду3

3 (

ду2

з,2'

dv

Ну

а;

(dv
\~dy~

¦)"¦
'и

ду3
^

(
\ду2

2v\2

у^)
' *• '

3 / dv \ ~2 / d2v_\ 3

2 \~ду~) Vdtf '

Преобразование х = v, w
= -|^- приводит к исходному уравнению.

® Литература: Н. X. Ибрагимов A983, стр. 217-218).

9.1.5. Уравнения вида ^ + а^- + /(«,«,, Ё?) = О

При f(t,w, и) = Ьи2 и f(t,w,u) = Ьи3 см. соответственно уравнения 9.1.4.1 и 9.1.4.2. Уравнения

данного вида при / = /(го, и) допускают точные решения типа бегущей волны w = w(kx + \t).

- dw 03W ( dw \2 , 2
1. = r- a + bw .

at dx3
^

\ dx )
^

1°. Точные решения при ab < 0:

где Ci, Сг — произвольные постоянные.

19 А. Д. Полянин, В. Ф. Зайцев
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2°. Точное решение при аЪ < 0:

где С\, Сг, Сз — произвольные постоянные.

3°. Точное решение при ab > 0:

где Ci, C2, Сз — произвольные постоянные.

® Литература: В. А. Галактионов, С. А. Посашков A989), указана структура решения при а = Ь = 1.

,
ew . a3w

2 +b2W 2

Вырожденное решение квадратичное по ат.

® Литература: W. 1. Fushchich, N. I. Serov, Т. К. Ahmerov A991).

Точные решения (С— произвольная постоянная):

1/4 1'*] при Л # 2,

exp[-aBbi)-3/2r1/2 lnt - -^ + СГ1/2 + {2b1ty1/2x\ при Л = 2.

® Литература: W. I. Fushchich, N. I. Serov, Т. К. Ahmerov A991).

. dw
4

Точные решения (С— произвольная постоянная):

!^_f _ .62. + CriA + (fcblt)-i/*J ПрИ к ф 2,
fc-2 bx J

1/2p
1/2 1/2] при к = 2.

® Литература: W. 1. Fushchich, N. I. Serov, Т. К. Ahmerov A991).

Точные решения (С — произвольная постоянная):

V^k-w _h_ + ct-1/k + (fc6if)-i/>J при
к-2 Ьи

sh[BbO-3/2r1/2 lnt - Ь. + Ct~1/2 + Bb1tr1'2x\ при к = 2.
L o1 J

® Литература: W. I. Fushchich, N. I. Serov, Т. К. Ahmerov A991).

, dw . 83w
, , / 8w \k

6. h a — + bw[ = 0.
9t 0a;3 V dx J

1°. Вырожденное решение линейное по х:

w = Ct~1/k +х{Ш)~1/к.
2°. Автомодельное решение:

fc-3 J_
w = t 3fc U{z), z = xt~ *

,

где функция U — U(z) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

3fc 3
z
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dw d3w rT,.\ , , ,.м dw

Точное решение:

w(x, t) —

Здесь

?>@ = - [/ ДО dt + d] ~\ </>« = v@ У[fl@ + V8@] Л

где Ci, Сг — произвольные постоянные.

9.2. Уравнения гидродинамического пограничного слоя

9.2.1. Уравнения стационарного пограничного слоя ньютоновской
жидкости

,
8w 82w dw 82w 03w

1. — = v

Эу дхду дх Эу2 Эу3

Уравнение стационарного ламинарного гидродинамического пограничного слоя на плоской

пластине, где w— функция тока, хну
—соответственно продольная и поперечная координаты,

v — кинематическая вязкость жидкости. Аналогичное уравнение описывает стационарное

истечение плоской ламинарной струи из тонкой щели.

Предварительные замечания. К данному уравнению сводится система уравнений гидродинамического
пограничного слоя (их и и2

—

продольная и поперечная компоненты скорости жидкости)

дщ
_

д2и1
1
дх

' '

ду ду2
'

_Ё^1_ + -^2_ -О

путем введения функции тока w по формулам Uj = "^"> и2 = ~"§iT'
® Литература: Л. Г. Лойцянский A973), Г. Шлихтинг A974).

1°. Пусть w(x, у) —решение рассматриваемого уравнения. Тогда функции

юг = Ciio(C2a: + Сз, CiC2y + С4) + С5)

где <+){х) — произвольная функция, Ci, Сг, Сз, С$, Съ— произвольные постоянные, также будут

решениями этого уравнения.

® Литература: Ю. Н. Павловский A961), Л. В. Овсянников A978).

2°. Вырожденные решения (линейные и квадратичные по у):

w(x, у) = Ciy 4- ф{х),

w(x,y) = С\у2 +у{х)у+ ——ip2(x) + С2,

где С\, Сг— произвольные постоянные, <fi(x) — произвольная функция. Эти решения не зависят

от v и отвечают невязкому течению жидкости.

® Литература: D. Zwillinger A989, pp. 396-397).

3°. Точные решения, содержащие произвольные функции:

С 1 -
&их + ci

|
С2

\ г

w(x, у) = tp(x) exp(-Ciy) + vC\x + Сг,

w(x,y) = С\ ехр[—С2у — С2<р(х)]+Сзу + Сзу(х) + иС2х + С4,

w(x,y) = 6uCiX
'3
th^ + Сг, (, — <

w(x,y) = -6^С:

где C\, Ci, Сз, C\ — произвольные постоянные, <р(х) — произвольная функция.

19*
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ТАБЛИЦА 2

Инвариантные решения уравнения стационарного гидродинамического
пограничного слоя (аддитивная постоянная в решениях опускается)

1

2

3

4

5

Структура решения

vi = F{y) + и\х

¦w = F(x)j/~1

w = x*+1F(z), 2 = хху

w = eXxF(z), г = еХху

w = FB) + a In \х\, г = у/х

Функция F или уравнение для F

Ffw) = ( Cl e?P(~A^) + C22/ ПРИ А + °>
vw;

\ Cji/ + C2J/ при А = 0

F(x) = 6vx + Cj

BА + 1)(FZJ - (A + 1)FF» = <,

2A(F02-AFFz'z=<'z'z

-(FiJ-aF>iz = vF>»z

Замечания

A — любое

—

A— любое

A— любое

a — любое

Пример 1. При Cj = yjk/u, ц>(х) = —\fkvx второе решение принимает вид

w = \/кпх[\ — ехр(— \fk/uy)] + const.

Оно описывает течение жидкости, вызванное движением точек поверхности у = 0 со скоростью

Mj| о
= кх. Компоненты скоростей жидкости в данном случае удовлетворяют граничным условиям

и1
= 0 при х = 0, Uj = кх при у = 0, и2 = 0 при J/ = 0, Uj —* 0 при у —? со.

® Литература: Н. В. Игнатович A993), А. Д. Полянин B001 с).

4°. В табл. 2 указаны точные решения уравнения гидродинамического пограничного слоя,

которые можно получить методами группового анализа (при <р = 0). Решение 1 в табл. 2 дается

суммой функций разных аргументов. Решение 2 представляет собой произведение функций

разных аргументов. Решения 3 и 4 являются автомодельными. Решение 5 вырождается в

автомодельное при о = 0 (см. решение 3 при Л = —1). Уравнения 3-5 для функции F являются

автономными и обобщенно-однородными, поэтому их порядок можно понизить на две единицы.

® Литература: Ю. Н. Павловский A961), Л. Г. Лойцянский A973), Г. Шлихтинг A974), А. Д. Полянин

B001 с).

Пример 2. Задача Блазиуса об обтекании плоской пластины поступательным потоком со скоростью U{

характеризуется граничными условиями:

dxw — dyw = 0 при у = 0, dyw -? Ux при у -» оо, dyw = Ut при х = 0.

Вид решения этой задачи (в области х ^ 0, у ^ 0) указан в третьей строке табл. 2 при А = —1/2. Граничные
условия для функции F(z) имеют вид

F = F'z = 0 при z = 0, F'z -> U{ при г -> оо.

Подробности см. в книгах Л. Г. Лойцянского A973) и Г. Шлихтинга A974).

Пример 3. Задача Шлихтинга о симметричном истечении плоской ламинарной струи из тонкой щели

характеризуется граничными условиями

дхи> = dyyw = 0 при у — 0, dyw —>• 0 при у -> оо,

которые дополняются интегральным условием сохранения количества движения

(dwJdy =ГJo (A = const).

Вид решения этой задачи (в области х ^ 0, у ^ 0) указан в третьей строке табл. 2 при А = -2/3. Проин-
Проинтегрировав обыкновенное дифференциальное уравнение для функции F с соответствующими граничными

условиями
F = F =0 при z = 0, Fz -> 0 при z -> со

и интегральным условием
/•оо

/ (^J = А,
Jo

в итоге получим

Подробности см. в книгах Л. Г. Лойцянского A973) и Г. Шлихтинга A974).
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Пример 4. Отметим два случая интегрируемости уравнения, приведенного в третьей строке табл. 2.
При А = — 1 решение можно представить в параметрической форме:

'

~
~

ЪП I /, . %
+ С2, 2 — ЗС1 / —=

2Сг J Vl+rJ J VI ¦

. + т

Имеется также решение F = 6i/z~l.

При А = —|- после двукратного интегрирования получим уравнение Риккати:

При Сх = О оно легко интегрируется (поскольку переменные разделяются); при С1 ф О решение можно

выразить через функции Бесселя порядка 1/3.

5е. Точное решение линейное по переменной х:

w(x,y) =xf(y) + g(y), A)

где функции / = f(y) и g
= g{y) описываются системой обыкновенных дифференциальных

уравнений

(fJ—ff" = vf" , B)

f'v9y ~ f9yy = vg'yyy. C)

Порядок уравнения B) может быть понижен на две единицы. Пусть известно некоторое решение

уравнения B). Уравнение C) является линейным уравнением относительно функции д, которое

имеет два линейно независимых частных решения

Si = 1, 32 = f(y)

Второе частное решение следует из сопоставления уравнений B) и C). Общее решение
уравнения B) можно представить в виде (см. В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин, 2001 а):

¦ f f \¦

грау — I ftp ay ),J J >
D)

Нетрудно проверить, что уравнение B) имеет частные решения:

f(y) = bu(y + C)-1,
/(у) = <7еА» - Ai/,

где С, Л — произвольные постоянные. Первое решение E) с учетом формул A), D) приводит

ко первому решению из п. 3е при <р(х) = const. Подставив вторую зависимость E) в формулы
A), D) можно получить другое решение.

® Литература: А. Д. Полянин B001 с).

6°. Ниже указаны два преобразования, понижающих порядок уравнения пограничного слоя.

Преобразование Мизеса

? = х, rj-w, U(?,T)) = —, где w = w(x,y),

приводит к нелинейному уравнению теплопроводности вида 1.7.1.1:

д? дт)

Преобразование Крокко

d2w
*-" S~

dy'
-V4.S,-

dy2
'

приводит к нелинейному уравнению второго порядка

а2*

= w{x,y),

= 0.

® Литература: Л. Г. Лойцянский A973, стр. 522-523).



294 Уравнения третьего ПОРЯДКА

ТАБЛИЦА 3

Инвариантные решения уравнения стационарного гидродинамического
пограничного слоя с градиентом давления (а, к, т, /3 — произвольные постоянные)

1

2

3

4

5

Функцш

я*)

/(*) =

/(*) =

fix):

/(*) =

'/(*)

= 0

ахт

ае^

= а

ах~3

Вид решения w
— w(x,y)

См. уравнение 9.2.1.1

m+З го—1
W = X 4 wB), 2 = Х 4

у

ш = еТ^Цг), z = е~* у

w — кх + u(j/)

ш = fcIn |ас| + u(z), z = j//x

Функция и или уравнение для и

См. уравнение 9.2.1.1

¦Г(Х)'

Уравнение гидродинамического пограничного слоя с градиентом давления. Справедлива фор-
формула fix) = UU'X, где U = U{x) — скорость жидкости в ядре потока* на границе с пограничным

слоем.

Iе. Пусть w[x, у) —решение рассматриваемого уравнения. Тогда функции

w\ = u;(x, у + <р(х)) + С,

wi = -w{x, -у + tp{x)) + С,

где ip(x) — произвольная функция, С — произвольная постоянная, также будут решениями
этого уравнения.

® Литература: Ю. Н. Павловский A961), Л. В. Овсянников A978).

2°. Вырожденные решения (линейные и квадратичные по у) для произвольной /(ж):
1/2

z, у) = Ciy2 + <fiix)y + -j?- [p2{x) - 2 J f(x) dx\ C2,

где ipix) — произвольная функция, Ci, Сг — произвольные постоянные. Эти решения не зависят

от v и отвечают невязкому движению жидкости.

® Литература: А. Д. Полянин B001 с).

3°. В табл. 3 указаны точные решения уравнения гидродинамического пограничного слоя,

которые можно получить методами группового анализа (при ip = 0).
Отметим, что задача Фолкнера — Скен о симметричном обтекании клина описывается

уравнением, приведенным во второй строке табл. 3. Случай т = 1 соответствует натеканию

жидкости на плоскость (течение в окрестности точки разветвления потока), а т — 0 —

симметричному обтеканию клина с углом раствора а =
у

7г.

® Литература: Ю. Н. Павловский A961), Л. Г. Лойцянский A973), Г. Шлихтинг A974), А. Д. Полянин

B001 с).

4°. Точное решение (линейное по х) при f(x) = ах + Ь:

w(x,y)=xFiy)

* В ядре потока решается гидродинамическая задача об обтекании тела идеальной (невязкой)

жидкостью.
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где функции F = F(y) и G = G(y) описываются системой обыкновенных дифференциальных
уравнений

(Flf-FF;'y=vF^y + a, A)

F'yG'y - FG';V = uG';'vy + b. B)

Порядок автономного уравнения A) может быть понижен на единицу. Если известно частное

решение уравнения A), то соответствующее ему уравнение B) подстановкой Н(у) = G'y
сводится к линейному уравнению второго порядка. При F(y) — ±т/аг/ 4- С уравнение B)

интегрируется в квадратурах (поскольку при 6 = 0 известны два его частных решения: G\ = 1,

® Литература: А. Д. Полянин B001с).

5е. Точное решение при f(x) = аевх:

w(x, у) = <р(х)еАу -
2рх2(р{х)

е
У

* + +

где f{x) — произвольная функция, А — произвольная постоянная.

® Литература: А. Д. Полянин B001с).

6°. Ниже указаны два преобразования, понижающих порядок уравнения пограничного слоя.

Преобразование Мизеса

? = х, r] = w, U(^,r]) = -^-, где w = w(x,y),
ду

приводит к нелинейному уравнению теплопроводности

Преобразование Крокко

где w = w(x,y),I
—

о 9 >

приводит к нелинейному уравнению второго порядка

® Литература: Л. Г. Лойцянский A973, стр. 522-523).

dw d2w
_

8w d2w
_ _а_ / d2w \ . .

Предварительные замечания. К данному уравнению сводится система уравнений осесимметричного
стационарного ламинарного гидродинамического пограничного слоя

ди ди
2

^ + -^ + ^-0 B)
дх дг г

(и и и— осевая и радиальная компоненты скорости жидкости, х и г — цилиндрические координаты) путем

введения функции тока ы и новой переменной z по формулам

- "L— 2 дт Х 2

г дг г дх 4

Система A), B) используется для описания осесимметричной струи и пограничного слоя на протяжен-

протяженном теле вращения. Функция fix) выражается через продольную скорость жидкости U = U(x) в невязком

ядре потока по формуле / = UU'X.

® Литература: F. L. Crabtree, D. Kuchemann, L. Sowerby A963), Л. Г. Лойцянский A973, стр. 555),
Г. Шлихтинг A974, стр. 223).
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1°. Автомодельное решение при f(x) = Ахк:

где функция U = U(C) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

+ UV('( +А + HCU^Yi = 0.

Пример. Осесимметричная струя характеризуется значениями А — 0, к = — 3. В этом случае последнее

уравнение при соответствующих граничных условиях имеет решение

с

где постоянную интегрирования С можно выразить через импульс струи.

® Литература: Л. Г. Лойцянский A973, стр. 555-558), Г. Шлихтинг A974, стр. 223-225).

2°. Точные решения (линейные и квадратичные по г) для произвольной f(x):

J/2
, ,

/ f(x)dx +

w(x,z) = ClZ2 +V(x)z + ^V(z) - -^ Jf{x)dx -vx + Сг,

где ip(x) — произвольная функция, Ci, Ci — произвольные постоянные. Первое решение

является «невязким» (оно не зависит от v).

3°. Точное решение для произвольной f(x):

1-1/2

j
Г Г 1

4>(х) = ±1>С2 [2 / f{x) dx + C3j
где f(x) — произвольная функция, Сь Сг, Съ—произвольные постоянные.

® Литература: G. I. Burde A994).

4°. Точное решение при f(x) = ах + Ь:

a

где С, А— произвольные постоянные, ip(x) — произвольная функция.

® Литература: G. 1. Burde A994).

5°. Точное решение (линейное по х) при f(x) = ax + b:

w(x,z) = x<p(z) + rl>(z),

где функции ip = <p(z) и ф = ф(г) описываются системой обыкновенных дифференциальных

уравнений

Первое уравнение имеет частные решения ip — ±i/a z + С.

6°. Точные решения в виде суммы функций разных аргументов при f(x) = о:

w(x, z) = v(l - к)х + ClZk + ^_ z2 + C2z + Сг,

w(x,z) ~ -их- —z

где С\, Сг, Сз, к — произвольные постоянные.
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9.2.2. Уравнения стационарного пограничного слоя неньютоновских

жидкостей

Qw 02w dw 02w
, ( 02w \n~l 0 w

ду дхду дх ду2
~

\ ду2 ) ду3
Это уравнение описывает пограничный слой на плоской пластине, обтекаемой степенной

неньютоновской жидкостью, где w — функция тока, ihj
— соответственно продольная и

поперечная координаты, п и к—реологические параметры (п > 0, к > 0).

1°. Пусть w(x, у) —решение рассматриваемого уравнения. Тогда функции

w\ =C\w{Cx пС2 х + Сз,С2у + С$) + Сб,

где Ci, Сг, Сз, С4, Сь —произвольные постоянные, <р(х) — произвольная функция, также будут
решениями этого уравнения.

2°. Точные решения в виде суммы функций разных аргументов:

1 -

2п— 1

CjTiBti — 1)

w^x^y) = y ln(Cij/ -(- C2) ~Ь Csy H" C4 + 1kC\x при п = 1/2.

3°. Точные решения в виде произведения функций разных аргументов:
1

w(x,y) = [\{2-n)x + Ci]2-n F(y) при пф2,

w(x,y) = CieXxF{y) при n = 2,

где F = F(y) описывается автономным обыкновенным дифференциальным уравнением

порядок которого может быть понижен на две единицы. Уравнение для F имеет частное

решение в виде степенной функции F = Ап(у + СI3", где /3„ = 2™-1 ¦

4°. Автомодельное решение (п / 2, Л— любое):
2Лп-Л+1

щ(х,у)=Х 2-„ ^,B)j Z=XXV, A)

где функция ф = гр(г) описывается автономным обыкновенным дифференциальным уравнением
An + Л + 1 , / Ч2 2Лп — А + 1 . /; , , /, мг-1 ,«/ /^\

; (Фг) -7, ФФгг=КФгх) ^zzz, B)

порядок которого может быть понижен на две единицы.

® Литература: 3. П. Шульман, Б. М. Берковский A966).

Пример 1. Обобщенная задача Блазиуса об обтекании плоской пластины поступательным потоком

степенной жидкости со скоростью U\ характеризуется граничными условиями:

dxw = dyw — 0 при у = 0, dyw —)¦ C/j при у —>• со, дуги = {/; при х = 0.

Решение этой задачи (в области х *?. 0, у *?. 0) ищется в виде A) при А = — n^t . Граничные условия для

функции ip(z) имеют вид

ф = ip't = 0 при 2 = 0, ф'г —)• Vi при г —> оо. C)
В работах В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина A989, 1993) указаны точные аналитические решения задачи

BМЗ) при А = —^ дяя = |,{,1 ¦§-, -f, 2.

Пример 2. Обобщенная задача Шлихтинга о симметричном истечении плоской ламинарной струи
степенной жидкости из тонкой щели характеризуется граничными условиями

dxw = dyyw = 0 при у = 0, дуги —)¦ 0 при у -» со,

которые дополняются интегральным условием сохранения количества движения

(дуи>J dy = А (А = const).
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Решение этой задачи (в области х ^ 0, у ^ 0) ищется в виде A) при Л = — -^-. Решение уравнения B) для

функции ¦ф(г) с соответствующими граничными и интегральным условиями (см. условия в примере 1 из

разд. 9.2.1, где F следует заменить на ф) приведено в в книгах 3. П. Шульмана, Б. М. Берковского A966),
А. М. Кутепова, А. Д. Полянина и др. A996).

5е. Автомодельное решение при п = 2 (А— любое):

w(x,y)=xxU(z), z = yx~l/\

где функция U = U(z) описывается автономным обыкновенным дифференциальным уравне-
уравнением

(А - \)(U'ZJ + \UU'Z'Z = kU't',U™*.

порядок которого может быть понижен на две единицы.

6°. Точное решение (А — любое):

«,(*,*/) = елB-1)*Ф(т), т = елB-п)*2/,
где функция Ф = Ф(т) описывается автономным обыкновенным дифференциальным уравне-

уравнением

а(п + 1)(ф'тJ - аBп - 1)фф'г'т = /^;'rr-v;;r,
порядок которого может быть понижен на две единицы.

® Литература: 3. II. Шульман, Б. М. Берковский A966).

7°. Точное решение при п ф 1/2:
1

w(x, у) = Ci In |ж| + С2+ д(?), ? = х
1-2«

у,

где функция д = д(?) описывается автономным обыкновенным дифференциальным уравнением

порядок которого можно понизить на две единицы.

8°. Точное решение при п = 1/2:

где функция h = h(Q описывается автономным обыкновенным дифференциальным уравнением

порядок которого можно понизить на две единицы.

dw ew dw dw
_ j

'

d dd O d2
~

V

dw e2w dw d2w
_ j 82w N"-1

dy dxdy Ox dy2
~

V dy2 ) Oy3

Уравнение стационарного пограничного слоя степенной жидкости с градиентом давления.

1°. Пусть w(x,y) — решение рассматриваемого уравнения. Тогда функция

wi = w(x, у + <р{х)) + С,

где у>(х) — произвольная функция, С
—

произвольная постоянная, также будет решением этого

уравнения.

® Литература: А. Д. Полянин B001 с).

2е. Вырожденные решения (линейные и квадратичные по у) для любой f(x):
1 1/2

(x,y) = ±у[2 /

j f{x)dx]+C2,
где ip{x) — произвольная функция, Ci, Сг — произвольные постоянные. Эти решения не зависят

от к и отвечают невязкому движению жидкости.
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3°. Автомодельное решение при f(x) = ахт:

2тгттг+2п —т+1 2т— п—пт

w(x,y)=X 2(п+1) ф(г^ z = x 2(П+1)
v>

где функция ф = ifi(z) описывается автономным обыкновенным дифференциальным уравнением

2n-m+l „

Отметим, что к последнему уравнению сводится решение обобщенной задачи Фолкнера
—

Скен о симметричном обтекании клина степенной жидкостью.

® Литература: 3. П. Шульман, Б. М. Берковский A966).

4°. Точное решение при f(x) — ае0х:

w(x,y) = е

где функция Ф = Ф(т) описывается автономным обыкновенным дифференциальным уравне-
уравнением

® Литература: 3. П. Шульман, Б. М. Берковский A966).

5°. Точное решение в виде суммы функций разных аргументов при f(x) = a:

w(x,y) = Cix + h(y),

где функция h — h(y) описывается автономным обыкновенным дифференциальным уравнением

Его общее решение можно представить в параметрическом виде:

un~1du , ,2 /"' un-lip{u)du (u) = / т<—г~-
Jc4 С^ + а

п

6°. Точное решение в виде произведения функций разных аргументов при f(x) = ах
2~п ,пф2:

1

tu(z,y) = x2-n F{y),

где функция F = F(y) описывается автономным обыкновенным дифференциальным уравне-
уравнением

1
CF"J

г
pf" — игр" \n-ip'" i .

2 _ п
\гу> 2 — nyy~vv ^ууу^"'

7°. Автомодельное решение при f(x) = axm, n — 2:

где функция {7 = U(z) описывается автономным обыкновенным дифференциальным уравне-
уравнением

\(m+ 1){U'ZJ + |Cm + 5)UU'JZ = kU"zU'z"z + a.

8°. Точное решение в виде произведения функций разных аргументов при f(x) = аеХх, п = 2:

где функция G = G(y) описывается автономным обыкновенным дифференциальным уравне-

уравнением

\\{G'yJ - \
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2п+1

9°. Точное решение }{х) = ах
1-2»

, п ф 1/2:

w(x, у) = Ci In \х\ + С2 + g(?), i = x
i-2»

у,

где функция g = g(?) описывается автономным обыкновенным дифференциальным уравнением

10°. Точное решение /(ж) = аеЛа:, п = 1/2:

, С = е^Хху,
где функция /г = Л(?) описывается автономным обыкновенным дифференциальным уравнением

1/2'^ ? |a + а = 0.

8w 82w 8w 82w
_

8 Г /82w\l
'

~~8y~~8x8y SaT 8y2
~

~8y \° \~8y2~)\'
Уравнение стационарного пограничного слоя на плоской пластине, обтекаемой неньютоновской

жидкостью общего вида (w
— функция тока, хну

—

продольная и поперечная координаты).

Предварительные замечания. К данному уравнению сводится система уравнений пограничного слоя

неньютоновской жидкости

Ul+U2 = /f1
дх

2
ду ду 1}\ ду

дх ду

путем введения функции тока w по формулам и1 = -^Ё-, и2 = —-^§- (и1ив2 — продольная и поперечная

компоненты скорости жидкости).

1°. Пусть w(x, у) —решение рассматриваемого уравнения. Тогда функции

«л = Ci2w(Cfx + C2,Ciy + Сз) + С4,

w2 = w(x,y + ip(x)),
где Ci, C2, Сз, Си — произвольные постоянные, р(х) — произвольная функция, также будут

решениями этого уравнения.

0 Литература: А. Д. Полянин B001 с).

2°. Точные решения, содержащие произвольные функции:

w{x,y) = Ci/ + ч>(х)у + -^-V(z) + С2,

{,y) g(z) + Cix + C2, z y + p{),
где С\, С2 — произвольные постоянные, <р(х) — произвольная функция. Во второй формуле

функция g = g(z) описывается автономным обыкновенным дифференциальным уравнением

f{9'L)+Cxg'z=C3,
общее решение которого можно представить в параметрическом виде

j
3е. Автомодельное решение:

и>(х,у) = х2

где функция ф = ф(?) описывается автономным обыкновенным дифференциальным уравнением

4°. Преобразование Мизеса

? = х, r) = w, U{?,r)) = -^, где w = w(x,y),

приводит к нелинейному уравнению второго порядка

Последнее допускает, например, точное решение типа бегущей волны U — U(a? + brj).
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_

9 Г / 82w \~\
~

~ду1*\ ду2 )\
8w 82w

_

"

~ду дхду
~

Вх ду2
~

ду1*\ ду2

Уравнение стационарного пограничного неньютоновской жидкости общего вида с градиентом

давления.

1°. Пусть w(x, у) — решение рассматриваемого уравнения. Тогда функция

«л = w(x, у + tp{x)) + С,

где ip(x) — произвольная функция, С
—

произвольная постоянная, также будет решением этого

уравнения.

2°. Уравнение имеет вырожденные решения [см. п. 2° уравнения 9.2.2.2, где f(x) следует
заменить на д{х)].

3°. Точное решение при д(х) = а:

w(x,y) = С(-г) + С1Х + С2, z =

где у>{х) — произвольная функция, С\ и Сг — произвольные постоянные. Функция ? = (,(z)
описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

4°. Автомодельное решение при д(х) = а(х + Ь)~1'3:

w(x, у) = (х + ЪJ'3ф(О, A = у{х + Ь)-1'3,
где функция ф = ф(?) описывается автономным обыкновенным дифференциальным уравнением

0 Литература: А. Д. Полянин B001 с).

9.2.3. Уравнения нестационарного пограничного слоя ньютоновской
жидкости

82w 8w 82w 8w 82w
_

83w

BtBy dy dxdy l)x dy2
~ V

Эу3
'

Это уравнение описывает нестационарный гидродинамический пограничный слой на плоской

пластине, где w— функция тока, х иу
— соответственно продольная и поперечная координаты,

v — кинематическая вязкость жидкости. Аналогичное уравнение описывает нестационарное

истечение плоской ламинарной струи из тонкой щели.

Предварительные замечания. К данному уравнению сводится система уравнений нестационарного
гидродинамического пограничного слоя (uj и u2

—

продольная и поперечная компоненты скорости

жидкости)

at
'

dul
Ul

dx

du1

dx

dux
2

dy

д2иг

ду2

= 0

путем введения функции тока w по формулам Uj = 4^, и2 = —д^-.
1°. Пусть w(x, у, t) —решение рассматриваемого уравнения. Тогда функции

«л = w(x,y + ip(x,t),t) + — / tp(x,t)dx + x(t),

w2 = dw(C2x + C2C3t + d, С1С2У + CiC2Cbt + C&, C\Clt + CV) + Сьх - Сзу + C8,

где <p(x, t) и x(t) — произвольные функции, Сп — произвольные постоянные, также будут
решениями этого уравнения.

0 Литература: Л. И. Верещагина A973), Л. В. Овсянников A978).
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2°. Вырожденные решения (линейные и квадратичные по у):

w = Ciy + tp(x,t),

w = Cij/2 + tp(x, t)y -\ 4>2{x, t) + — / tp(x, t) dx,

где <p(x,t) — произвольная функция двух переменных [здесь и далее аддитивная произвольная

функция времени \ = хМ в точных решениях для функции тока опускается]; С\ — произволь-

произвольная постоянная. Эти решения не зависят от v и отвечают невязкому течению жидкости.

0 Литература: А. Д. Полянин B001 в).

3°. Точные решения, содержащие произвольные функции:

_ Ъух+Сх С2 д

= Ci exp [-С2у -C2<fi(x, t)] +С3у + C3f(x, t) + vC2x + — / <р(х, t) dx,

j.2/3

Jv(x,t)dx, ? =

где <p(x,t) — произвольная функция двух переменных, Ci, Сг, Сз, Сь — произвольные

постоянные. Для построения этих решений в качестве основы использованы более простые

стационарные решения, указанные в 9.2.1.1.

Отметим также решение

w = f(x) exp[-Aj/ - Xg(t)] + [и\ + g't(t)]x,
где f{x), g(t) — произвольные функции, А — произвольная постоянная. Его можно получить

из указанного выше второго решения при tp(x, t) = —

-j- In f(x) + g(t), Ci = А, Сз = О.

® Литература: А. Д. Полянин B001 в), А. Д. Полянин, В. Ф. Зайцев B001).

4°. Точное решение линейное по переменной х:

w(x,y,t) = xF(y,t) + G(y,t), A)

где функции F = F(y,t) и G = G{y,t) определяются из более простых уравнений с двумя

переменными

?L (ELY^^ B)+ (YF
dtdy Уду ) дУ2
d2G dF dG „92G SG ...

+ F^—r. C)
dtdy dy dy ду2 dy3

Уравнение B) решается независимо от уравнения C). Если F = F(y,t)—решение
уравнения B), то функции

F2 = CiF(Ciy + CiC2t + Сз, C\t + Ca) + C2,

где ip(t) — произвольная функция, Ci, C2, Сз, d — произвольные постоянные, также будут
решениями этого уравнения.

Если известно частное решение F
= F{y,t) уравнения B), то соответствующее уравнение

C) заменой U = ^- приводится к линейному уравнению второго порядка

аи
_

аи
_

8*и
_

dF

~ЪТ t~ay~~v'W ~oy~ ()

Точные решения уравнения B) приведены в табл. 4. Обыкновенные дифференциальные

уравнения в последних двух строках табл. 4, определяющие решение типа бегущей волны и

автомодельное решение, являются автономными и поэтому допускают понижение порядка.
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ТАБЛИЦА 4

Точные решения уравнения B)

1

2

3

4

5

6

Функция F = F(y, t)
(или общий вид решения)

F = фA)

F = Cl exp [~\y + Хф(г)] - ф[(t) + v\

F = F@, Z = У + At

F = t-1/2[ff(O-i«],f = yt-1/2

Замечания

(или определяющее уравнение)

ф(г) —произвольная функция

ф{?) —произвольная функция, С1 —любое

ф(г) — произвольная функция

ф(г) — произвольная функция, Clt A —любые

XF^ + iFtf-FF'^vF^

ТАБЛИЦА 5

Преобразования уравнения D) для соответствующих точных решений уравнения B)
[номер в первом столбце соответствует номеру точного решения F

~

F(y, t) в табл. 4]

1

2

3

4

5

6

Преобразования уравнения D)

U = u(<;,t),C = y + fi>(t)dt

U - -^cTu{z,r), г _ \{t + Cxf + С2,

z = (t + Cl)y + f1>№ + Cl)dt + C3

С/ = C "(C,i),< = y + ip(t)

U = (PZ{t),t), т] = -Aj/ + \ф(Ь)

U = u(S,t), ? = y + \t

U = t-ll2u{(,,r), ? = yt-1'2, r = lnt

Полученное уравнение

* = "&•

Эй
„
S2u

аГ -"аР"

^f = ^0 + (^-C1Ae")-|f-

1^- = »%$¦ + я@Ц- + [1 - Щ@]и

В табл. 5 приведены преобразования, упрощающие уравнение D) для соответствующих

решений уравнения B) из табл. 4. Видно, что в первых трех случаях решения уравнения D)
выражаются через решения линейного уравнения теплопроводности с постоянными коэффици-
коэффициентами. В остальных трех случаях уравнение D) приводится к уравнению с разделяющимися

переменными.

Четвертое уравнение в табл. 5 имеет частные решения (А, В —любые):

, t) = Av\H + A J Ф(т,) [f dr,.

О других точных решениях этого уравнения см. книгу А. Д. Полянина B001 Ь), где рассматри-

рассматривалось более общее уравнение вида dtw = f(x)dxxw + g(x)dxw.
Уравнение 5 в табл. 5 имеет частное стационарное решение «о = F? (?) (сравни с уравне-

уравнением 5 в табл. 4). Поэтому другими частными решениями этого уравнения будут функции
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[см. А. Д. Полянин B001 Ь)]:

0 Литература: А. Д. Полянин B001 а), А. Д. Полянин, В. Ф. Зайцев B001).

5°. Точное решение:

w(x,y,t) = [A(t)eklX + B(t)ek2X]eXy + tp(t)x + ay,

A(t) = Ciexp[(j/A2-aA;i)t + A J ip(t)dt\,

B(t) = C2 exp [(i/A2 - ak2)t + A / tp(t) dt\,

где ip(t) — произвольная функция, C\, C2, a, ki, k2, A— произвольные постоянные.

6°. Точное решение:

w(x, y,i) = A(t) exp(kx + Xy) + B(t) exp(/3A-:c + /3Xy) + ip(t)x + ay,

A(t) = C\ exp[(i/A2 - ak)t + A / tp(t) dt\,

B{t) = C2 exp[(i//32A2 - ak/3)t +/3\ j <p(t) dt\,

где <p(t) — произвольная функция, Ci, C2, a, k, /3, A — произвольные постоянные.

0 Литература: А. Д. Полянин B001 а), А. Д. Полянин, В. Ф. Зайцев B001).

7°. Точное решение:

w(x,y,t) — / u(z,t)dz + >f>{t)y + ip(t)x, z = kx + Xy,

где ip(t), ip(t) — произвольные функции, к, А — произвольные постоянные, а функция u(z,t)
описывается линейным уравнением второго порядка

dt oz dz

Преобразование

и = U(?, t) (p(t), ? = z
- / [kip(t) -

приводит его к линейному уравнению теплопроводности

dU
_

.2 d2U

0 Литература: А. Д. Полянин B001 в), А. Д. Полянин, В. Ф. Зайцев B001).

8°. Точные решения:

w = е" ь(С\е
г

+ С2е~ z) Н / ш(х t) dx, z = у + w(x,t);
dt J

w = е~"Л *

\C\ sin(Az) + C2 cos(A^)] -\ / tp(x, t) dx, z = y + <p(x, t);
dt J

-v>?z 2 О f
dt J

где <p{x,t) — произвольная функция двух аргументов; Ci, C2, A — произвольные постоянные.

Для периодической функции tp(x,t) = ^p{x,t + Г) последнее решение при А = w также

будет периодическим: w(x, у, t) = w(x, y,t + Т).
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9°. «Двумерное» решение:

w = W(?,rj) +агх + а2у, ? = fax + Ait, r) = k2y + A2t,

где функция W описывается уравнением

a2w ..

, sd2w , ,
г aw a2w aw a2w\ ,2a3w

+ (A2 ~^ +kH) k

В частном случае

а\ = A2/fc2, a2 =

имеем уравнение стационарного пограничного слоя 9.2.1.1:

aw a2w
_

aw a2w
_

a3w k2

10°. «Двумерное» решение:

где функция V описывается уравнением

1 av I a2v l a2v av o2v av a2v
_

~~2~dl}
~

? d?dr)
~

??? drJ
+

~дт)~ д?дт)
~

Idiflhi2
"

dtK
'

Последнее имеет, например, решения вида V = F(rf)? + G(rj).
(•) Литература: Л. В. Овсянников A978).

82w 8w 82w 8w 82w
_

83w ,. .

dtdy ду дхду дх ду2
~v

ду3
''

Это уравнение описывает нестационарный гидродинамический пограничный слой с градиентом

давления.

1°. Пусть w(x, у, t) —решение рассматриваемого уравнения. Тогда функции

wi =w(x,y + tp(x,t),t) + — I <p(x,t)dx,

w2 =
—w(x, —у, t) + ip(t),

где <p(x, t) и ip{t) — произвольные функции, также будут решениями этого уравнения.

0 Литература: Л. И. Верещагина A973), Л. В. Овсянников A978).

2°. При f(x,t) = g(t) преобразование

w = u(Z,y,t)-tit(t)y, ? = x + h{t), где h(t) = - (t - т)д(т)<1т, A)
Jt0

приводит к более простому уравнению вида 9.2.2.1:

д2и ди д2и ди д2и д3и

dtdy ду д?ду д? ду2 ду3
'

Отметим, что функции / = g(t) и h = h(t) связаны простым соотношением /i"t = —g.

В общем случае преобразование A) приводит рассматриваемое уравнение к аналогичному

уравнению с измененной функцией f{x,t) согласно правилу:

, . преобразование A) ,.
. ..

f(x,t) — ^А f(x,t)-g(t).

(•) Литература: Л. В. Овсянников A978).

3°. Вырожденное решение (квадратичное по у) для любой f(x, t):

20 А. Д. Поляиии, В. Ф. Зайцев
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где ip(x, t) — произвольная функция двух аргументов [здесь и далее аддитивная произвольная

функция времени ф = ф(Ь)в точных решениях для функции тока опускается]; а— произвольная

постоянная. Это решение не зависит от и и отвечает невязкому течению жидкости.

Вырожденное решение (линейное по у) для любой f(x,t):

w(x,y,t) = ф(х, t)y + ц>(х, t),

где ip{x,t) — произвольная функция, а ф = ip(x,t) определяется путем решения уравнения с

частными производными первого порядка

?+¦?-'<•¦'>•
О методах интегрирования и точных решениях таких уравнений (для различных F) см. книги

Э. Камке A966), A. D. Polyanin, V. F. Zaitsev, A. Moussiaux B002).
Вырожденные решения при /(x,t) = f{x)\

г /¦ ]i/2
11 I J Ч

где ip{x, t) —произвольная функция.

0 Литература: А. Д. Полянин B001 а), А. Д. Полянин, В. Ф. Зайцев B001).

4°. Точное решение (линейное по х) при f(x,t) — /i(i)x + /2(t)'-

w{x, y, t) = xF(y,t) + G(y, t), B)

где функции F = F(y,t) и G = G(y,t) определяются из более простых уравнений с двумя

переменными

\ ду
d2G dF dG „d2G 03G

+ F
dtdy ду ду ду2 dyJ

Уравнение (З) решается независимо от уравнения D).
Если F = F(ytt) — решение уравнения C), то функция

где ф(Ь) — произвольная функция, также будет решением этого уравнения.

Точные решения уравнения C) для различных зависимостей /i = fi(t) представлены в

табл. 6. Отметим, что решения вида B) при G = 0, указанные в первой и двух последних строках

табл. 6, рассматривались в книге Л. В. Овсянникова A978).

Замена U = -§2- приводит уравнение D) к линейному уравнению второго порядка

dt ду ду2 ду

Остановимся подробнее на первом решении уравнения C), указанном в табл. 6:

F(y,t)=a(t)y + tl>(t), где at+a2=f1(t). F)

Уравнение Риккати для функции а — a(t) подстановкой а — h[/h сводится к линейному
уравнению второго порядка h"t — fi(t)h = 0. Точные решения этого уравнения для различных

fx(t) описаны в книгах Э. Камке A976), В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина B001а). В частности,

при /i (t) = const имеем

/,s , С1 cos(fct) - С2 sin(fct) , , 2 . пa(t) = k-CJikt) + clJikt) при h e -* < °-

Clc4kt) + c2MH) fl=k2>0,v '

d sh(fct) + C2 ch(fct)
v '

Подставив решение F) [для произвольной /i(i)] в уравнение E), получим

k -a(t)u + h {t)-
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ТАБЛИЦА 6

Точные решения уравнения C) для различных /:(t) bP(t) — произвольная функция]

Функция
/i=/i(t)

Любая

А > 0, /3 > 0

/x(t) = Ae"«,
А > 0, /3 > 0

/1(i) = Ae'3',
А < 0, /3 > 0

Д@ = Ае/»,
А — любое, /3 > 0

/,(t) = At 

/i@ = -4

Функция F = F(y,t)
(или общий вид решения)

F = a(tK/ + ^(«)

F = Ве-Т'3'sin[Ay + AV(t)] + ip't(t),
F = Ве~\^ cos[Aj/ + \ip(t)] + ip't{t)

F = BeT*3' sh[Ay + Ai/>(*)] + VH<)

F = Bei^' ch[Aj/ + AV(t)] + ViW

Определяющее уравнение

(или определяющие коэффициенты)

a't+a2 = f1(t)

В = ±^,А=УХ

А = ±7А
V 2v

\-А-2Н'^+{.Н^-НН^ = ^Я^{

-А + AF& + (F^J - FF^ = ^t

Преобразование (А. Д. Полянин, 2001 Ь)

a(t)<ft],
приводит к линейному уравнению теплопроводности

_<Э^ _ ?2«_
дт

~ V

dz*
'

0 Литература: А. Д. Полянин B001 а), А. Д. Полянин, В. Ф. Зайцев B001).

Замечание 1. Обыкновенные дифференциальные уравнения в последних двух строках

табл. 6 (см. последний столбец), определяющие автомодельное решение и решение типа

бегущей волны, являются автономными и поэтому допускают понижение порядка.

Замечание 2. Пусть w(x, у, t) —решение уравнения нестационарного гидродинамическо-
гидродинамического пограничного слоя при f(x,t) = fi(t)x + /г((). Тогда функция

«л =w(x + h(t),у,t) -tit{t)y, где /i'/t + /i(t)/i = 0,

также будет решением этого уравнения.

0 Литература: Л. В. Овсянников A978).

5е. Точное решение при f(x,t) = g(x)el3t, /3 > 0:

w{x,y,t) = f(x,t)eXy + il>(x,t)e-Xy + j- A jln\ip{x,t)\dx - uXx,

где ip(x, i) — произвольная функция двух аргументов.

0 Литература: А. Д. Полянин B001 а), А. Д. Полянин, В. Ф. Зайцев B001).

20*
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6°. Точные решения при /(х, t) — g{x)el3t, j3 > 0:

w(x,y,t) = ±—ехр(±Рг)у/г1>{х) sh[Xy + ifi(x,t)] + — / tp(x,t)dx,

w(x,y,t) = ±— exp(±f3t)^/ф{х) ch[\y + ip(x,t)] + — / ip(x,t)dx,

где </>(ж,?) —произвольная функция двух аргументов.

® Литература: А. Д. Полянин, В. Ф. Зайцев B001).

7°. Точное решение при f(x,t) — д(х)е~®ь, в > 0:

@ ± (^/3()/^() ifA

cos

fAy + ip(x,t)] + — / ^(а;,<)^ж,

[Ay + (^(ж, г)] + — / ip(x,t)dx,

где <C(x,t) — произвольная функция двух аргументов.

(•) Литература: А. Д. Полянин, В. Ф. Зайцев B001).

8°. Точное решение при f{x,t) — ae^x ft:

где (E(x,t) — произвольная функция двух аргументов, А — произвольная постоянная.

® Литература: А. Д. Полянин B001 а), А. Д. Полянин, В. Ф. Зайцев B001).

9°. Точное решение при f(x,t) = f(t):

, y,t) = / uw(x, y,t) = / u{z, t) dz + ip{t)y + iii{t)x, z = kx + Ay,

где tp{t), ip{t) —произвольные функции, к, X — произвольные постоянные, а функция u(z,t)
описывается линейным уравнением второго порядка

— + [МО - Ai/>(i)]—^ = V>?^-Y ~

1 "'" '

1

Преобразование

приводит его линейному уравнению теплопроводности

Si
~ "

а?2
•

® Литература: А. Д. Полянин B001 а), А. Д. Полянин, В. Ф. Зайцев B001).

10°. Точное решение при f(x,t) = f(t):

w(x,у, t) = Се-Ху+Х*(х'^ - a{tMx, t) - -^J V(x,t) dx + a(t)y + uXx, a(t) = jf(t) dt,

где ip(x,t) — произвольная функция двух аргументов; С, А — произвольные постоянные.

11е. Точное решение при f(x,t) — f(t):

w(x, у, t) = ф, t)eXy + ф(х, t)e'Xv + Х(х, t) + a(t)y,
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ТАБЛИЦА 7

Решения уравнения нестационарного гидродинамического пограничного слоя, зависящие от двух
обобщенных переменных. Обозначения: 1Z[z] = uz -\-ZcZ —

zqZp , g = g(u) —произвольная функция.

Функция

/=/

/ = fl

/ = ext

/ = .-

С

/ = /(*,

(x)t~2

g(xe~At

~2g(xtn

-ax«

aeXx

t)

)

)

Общий вид решения

ш = extz((,

(, = xtn,

? = X+ -2-1

-A,

1/2

2/),

r? =

, ? = x + At

Z = xe~xt

yt-i/a

'

ту = 2/c
'

П[г]

7

Уравнение для

"*W + ziZyy

,y+zizyy-zyzi

функции

ч
+ \щ1

У
+ ^2^S

2t _(_
J

— z +

+ /@ = 0

-AS+9(O

= 0

= 0

= 0

= 0

)

где A — любое, ip(x,t) — произвольная функция двух аргументов, а остальные функции
определяются по формулам

Ф(х, t) = Ь™х [х - J a(t) dt] , a(t) = j f(t) dt + Ce2*A «;

X(x, t) = j-a{t) In \ф, *)| + 1А

12°. Точные решения при f(x, t) = f(t):

w = e^'CCie^ + C2e~Xz) +-^ J v(x, t)dx + zj f(t) dt, z = y + v(x, t);,

w = e'^4 [Ci sin(Az) + C2 соз(Аг)] + j-Jip{x,t) dx + zff(t) dt, z = y + V{x, t);

w = Cie~Xz sin(\z - 2u\2t + С2) + 4- / ip{x,t)dx + z / f{t)dt, z = y + tp(x,t),

где ip(x,t) — произвольная функция двух аргументов; Ci, C2, А — произвольные постоянные.

fT
Для периодической функции f(t) = f(t + Т), удовлетворяющей условию / f(t)dt = О,

Jo

последнее решение также будет периодическим:при tp(x,t) = <р(х) и А =

w(a;,y,t) = w(x,y,t + T).
13°. Точные решения при f(x,t) = Л:

C2z2 +Ciz+-^- fip(x,t)dx, z = ip(x,t);

= kx -—z)
- —г2 +C2z+ — / ^(x, t) dx, z = tp(x,t),г +C2z+

где (E(a;,t)—произвольная функция двух аргументов; С\, С2, k — произвольные постоянные.

14°. В табл. 7 описаны решения уравнения нестационарного гидродинамического пограничного

слоя с градиентом давления, зависящие от двух обобщенных переменных [использованы

результаты Л. В. Овсянникова A978)].

При f(x, t) = f(k\x + \\t) имеется также широкий класс «двумерных» решений вида

w = z(?,rj) + СЦХ + а2у, ? = kix + \it, 77 = к%у + \2t,
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где функция z описывается уравнением

d2z ,, , ,32г
, ,

/ dz d2z dz d2z
+ (A k)--T + kik2 ( ——— - —

—j-
drf \ дг)

. , d2z ,, , ,32г
, ,

+ a2ki)—— + (A2 - a1k2)--T + kik2

dw d2w в
u_

в ( d2w \
~

u~aZV~d^)
Предварительные замечания. К данному уравнению сводится система уравнений осесимметричного
нестационарного ламинарного пограничного слоя

ди ди ди (д2и 1 ди \
, ,,

. ...

|^ + ^ + ^ = о B)
дх дг г

(uav—осевая и радиальная компоненты скорости жидкости, х и г — цилиндрические координаты) путем
введения функции тока w и новой переменной z по формулам

_

2 dw 2 Зш
_

1 2

U~~r~dr~' V~~~r~dx'
Z ~

ТГ
Система A), B) описывает осесимметричную струю (/

= 0) и пограничный слой на протяженном теле

вращения (/ ^ 0).

Iе. Уравнение сохраняется при замене шнаш4- vW, гае f(t) — произвольная функция.

2°. Точное решение (квадратичное по z) для произвольной f(x, t):

w(x,z,t) = Cz2 + <p{x,t)z + -±j<p2(x,t)+

где ip(x,t) и ip(t) — произвольные функции, С— произвольная постоянная.

Уравнение имеет также «невязкое» решение вида w = <p{x, t)z + ф(х, t), где ф{х, t) — про-

произвольная функция, а функция <р = <р(х, i) описывается уравнением с частными производными

первого порядка dty + fdx<p = f(x,t).

3°. Точное решение (линейное по ж) при f{x,t) = a(t)x + b(t):

w(x,z,t) = xtp(z,t) +x/j(z,t),

где функции <р = ip(z, t) nip = ф(г, t) описываются системой уравнений с частными производ-
производными

84,
dzdt dz dz

^
dz2 8

Первое уравнение имеет точное решение <р
— C(t)z, где функция С = С(<) описывается

уравнением Риккати С[ + С2 = a(t). Второе уравнение заменой V = -т?- сводится к линейному
уравнению второго порядка.

4°. «Двумерное» решение при f(x, t) = f(x + \t):

w(x, z, t) = [/(?, z) — \z, ? = x + Xt,

где функция U = U(?, z) описывается уравнением

dll d2U dU d2U
_

d / d2U \

dz d?dz d? dz2 dz \ dz2 I

которое с точностью до переобозначений совпадает со стационарным уравнением (см. уравне-
уравнение 9.2.1.3 и его решения).
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5°. Точное решение (линейное по х) при f{x,t) = f(t):

w{x, z, t) = A{t)x + B(t) + z f f{t) dt + u(z,t),

где A(t) и B(t) — произвольные функции, а функция и = u(z, t) описывается линейным

параболическим уравнением второго порядка

ди .
,,

ч

ди д2и

6°. Пусть w(x,z,t)—решение уравнения нестационарного осесимметричного пограничного
слоя при f(xt t) = a(t)x + b(t). Тогда функция

«Л = w(?, z, t) - 4>t{t)z + il>(t), ? = x + tp(t),

где 4>(t) — произвольная функция, a ip = (p(t) — решение линейного обыкновенного дифферен-
дифференциального уравнения tp"t — a(t)ip = 0, также будет решением этого уравнения.

9.2.4. Уравнения нестационарного пограничного слоя неньютоновских

жидкостей

82w 9w 82w 8w 82w
_

, ( 92w \«-i
'

dtdy Ify Bxdy
~

~dx By2
~

\ Qy2 ) y

Уравнение нестационарного пограничного слоя на плоской пластине, обтекаемой степенной

жидкостью (w — функция тока, хну
—

продольная и поперечная координаты).

1°. Пусть w(x, у, t) — решение рассматриваемого уравнения. Тогда функции

«л = CMC?-2С22п-\ + СГ2С1п-хСг1, С2у + C2C5t, C^^C^t) + Csx - С3у,

w2 = w(x + Се, у + С7, t + С8) + С9,

Ft f
w3 = w(x,y + ip(x,t),t) + — / ip(x,t)dx

где Сп — произвольные постоянные, ip(x,t) и ip(t) — произвольные функции, также будут

решениями этого уравнения.

2°. Точное решение линейное по х:

v(x, у, t) = ф{?)х + I U(z, t)dz, z = y+ f

где i/>(t) — произвольная функция, а функция U(z, t) описывается уравнением второго порядка

dU ,( dUч"-1 d2U

~ЬТ
~

V dz ) dz2

Об этом уравнении см. 1.6.16.1 при f(x) = const и 1.6.16.2 при /([/) = kUn~l.

3°. Точное решение линейное по х:

и>(х, у, t) = + ф{Ь)х + / U(y, t) dy,

где ip(t) — произвольная функция, Ci —произвольная постоянная, а функция U(y, t) описыва-

описывается уравнением второго порядка

k+\ +m]dt \ ду I ду2 It + Ci
*К '\ ду t + C

Преобразование

U=—±—u((,t), T=\{t + Cif + C2, { = {t + Ci)y+ I
t + ^i J

приводит к более простому уравнению

ди / ди \п-! д2и

Об этом уравнении см. 1.6.16.1 при f(x) = const и 1.6.16.2 при /([/) = Ш
71'1
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4°. Точное решение:

w(x, y,t) = / v(t], t) di] + (p(t)y + ip(t)x, ц = kx + Xy,

где ip(t), ip(t) — произвольные функции, к, А — произвольные постоянные, а функция v(j],t)
описывается уравнением второго порядка

_ + rM0_A^)]_=AA
Преобразование

v = R((,t) - lv(t), С = 4
~

приводит к более простому уравнению

82w 8w 82w 8w 82w
_

8 Г / 82w

~ду~~дхду й»ж" fly2
~

~dyl V

Уравнение нестационарного пограничного слоя на плоской пластине, обтекаемой неньютонов-

неньютоновской жидкостью (w — функция тока, хну
—

продольная и поперечная координаты).

Iе. Пусть w(x, y,t)—решение рассматриваемого уравнения. Тогда функции

wi = w(xyу + ip(x,t),t) + — I ф,t) dx + rp(t),

W2 = Ci2w{Cfx + CfC2t + C3, Ciy + CiCtt + C5, C\t + C6) + dx - C2y + C7,

где <p(x,t) и ip{i) — произвольные функции, Сп — произвольные постоянные, также будут

решениями этого уравнения.

2°. Точное решение линейное по х:

w(x, у, t) = Ф(г)х + Г U(z, t) dz, z = y+ I фЦ) dt,

где ф(г) — произвольная функция, а функция U{z,t) описывается уравнением второго порядка

\f(
dt dz V \ dz

Последнее допускает точные решения вида [для любой функции / = f(v)]:
U{z,t) = H(O, ( = kz + \t => уравнение ХН = kf{kH'() + С;

U{z,t)=az + H(C), C = kz + \t ==> уравнение ЛЯ = kf{kH[ + a) + С;

U(z,t) = VtH(O, C = z/Vt => уравнение \Н - \^Н[ = [/(Я?)]'{)
где а, к, С, X — произвольные постоянные. Решение первых двух уравнений для Н =

можно получить в параметрическом виде [см. Э. Камке A976), В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин

B001а)].
3°. Точное решение линейное по х:

w(x, у, t) = -^- + ф{1)х + [ U(y, t) dy,
t + Ь J

где ф{€) — произвольная функция, С
—

произвольная постоянная, а функция U(y,t) описыва-

описывается уравнением второго порядка

аи д г/ аи

Преобразование

приводит к более простому уравнению

ди_ _ д Г / ди \1

~дТ
~~

ас" L V ~ас )\'
Об этом уравнении см. п. 2°.



9.2. Уравнения гидродинамического пограничного слоя 313

4°. Точное решение:

w{x, y,t)= / v{i], t) drj + ip(t)y + ф{Ь)х, r]-kx + Xy,

где y>(t), ip{t) — произвольные функции, k, A — произвольные постоянные, а функция v(r),t)
описывается уравнением второго порядка

Преобразование

v = Л(С, *) - j<p(t), С = »7 -J[k<p{t) - Хф(Ь)] dt

приводит к более простому уравнению

0 Литература к уравнению 9.2.4.2: А. Д. Полянин B001 а), А. Д. Полянин, В. Ф. Зайцев B001).

a2w aw a2w dw d2w
_

a

~eta^
+
~&y~~d^ dx ay2

~

ey

Уравнение нестационарного пограничного слоя неньютоновской жидкости с градиентом дав-

давления.

1°. Пусть w(x, у, t) — решение рассматриваемого уравнения. Тогда функция

wi = w(x, у + <р(х, t), t) + — / ip(x, t) dx + ip(t),

где <p{x,t) и ip(t) — произвольные функции, С„ — произвольные постоянные, также будет
решением этого уравнения.

2°. Уравнение имеет вырожденные решения [см. п. 3° уравнения 9.2.3.2, где f{x,t) следует

заменить на g(x, t)].
3°. При g(x,t) = g(t) преобразование

u> = u(?,y,t)-<Pt(t)y, ? = x+v(t), где ip{t) = - I (t - r)g{r)dT,

приводит к более простому уравнению вида 9.2.4.2:

д2и ди д2и ди д2и д Г /S2u
+

ди д2и ди д2и
_

д Г /S2u\"|
~ду д?ду

~

~д? ду2
~

~ду Г V ду2 )\'dtdy
+

ду д?ду д? ду2 ду Г V ду2

Отметим, что функции g = g(t) и ip
= (p(t) связаны простым соотношением: (p"t = —g.

4°. «Двумерное» решение (линейное по х) при g{x,t) = g(t):

w{x,y,t) = a{t)x + IU(y,t)dy,
где функция U = U(y,t) описывается уравнением второго порядка

dU .8U д

-ar-a{t)^
=

^

Преобразование

приводит к более простому уравнению

~дТ
~

~ду1 V ду )\'
Об этом уравнении см. 9.2.4.2, п. 2°.
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5°. «Двумерное» решение (линейное по х) при g(x,t) = s(t)x + h(t):

w(x,y,t)= [a{t)y + tl>{t)]x + JQ(y,t) dy,

) —произвольная функция, а — a(t) описывается уравнением Риккати

a't + a2 = s(t),

а функция Q
— Q(y,t) удовлетворяет уравнению второго порядка

Преобразование

,
т = j<f>2(t)dt

где Ф(<) = ехр / a(t) dt\, приводит к более простому уравнению

~дТ
~

~д? V\~dT
Об этом уравнении см. 9.2.4.2, п. 2°.

6°. Точное решение при g(x,t) — g(t):

(x, y,t) ¦= j v{r], t) dr] \y,

где f(t), rj)(t) — произвольные функции, к, А — произвольные постоянные, а функция 11G7, t)
описывается уравнением второго порядка

dt
L ^w v WJ

дц д

Преобразование

v = R(C,t) - —<p(t) + — / g(t)dt, С = Л
- / [A;^(i) - \ф(Ь)} dt

Л Л J J

приводит к более простому уравнению

0 Литература к уравнению 9.2.4.3: А. Д. Полянин B001 а), А. Д. Полянин, В. Ф. Зайцев B001).

9.3. Уравнения движения идеальной жидкости (уравнения
Эйлера)

9.3.1. Стационарные уравнения

,
dw д . . dw д . . d2w . d2w

1. (Дад) (Aw) = 0, Aw = .

ду Эх v '
дх дук ' '

дх2 ду2
Предварительные замечания. К данному уравнению сводятся двумерные стационарные уравнения

идеальной жидкости (уравнения Эйлера)

ди1 диг
_

1 др

ди2 ди2
__

1 др

+ 0
дх ду

путем введения функции тока w по формулам Uj = ^-, и^ — —Цг~ с последующим исключением

давления (с помощью перекрестного дифференцирования) из первых двух уравнений.
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1°. Пусть w{x,y) — решение рассматриваемого уравнения. Тогда функции

wi = Сци(С2х + Сз,С2у + Са) + Съ,
w2 ~ w(a;cosQ + у sin q, —ж sin а + у cos а),

где С\, С2, Сз, Са , Сь, а— произвольные постоянные, также будут решениями этого уравнения.

2°. Точные решения общего вида:

w(x,y) = Vi (О. i = ai

w(x,y) = <p2(r), r - \J{x -a2J + {у-hiJ;

где <fii(?), <p2(r)— произвольные функции; а\, Ъ\, а2, Ъ2 — произвольные постоянные.

3°. Любые решения линейных уравнений

Дад = 0 (уравнение Лапласа),

Aw — С (уравнение Пуассона),

Ди; — Aw (уравнение Гельмгольца),

Дги = Aw + С (неоднородное уравнение Гельмгольца),

где С, А — произвольные постоянные, являются также решениями исходного уравнения. Об

уравнениях Лапласа, Пуассона, Гельмгольца см. книги А. Н. Тихонова, А. А. Самарского A972),
В. С. Владимирова A985), А. Д. Полянина B001 Ъ).

Решения уравнения Лапласа Дги = 0 соответствуют безвихревым (потенциальным) реше-
решениям уравнений Эйлера. Такие решения подробно рассматриваются в книгах по гидродинамике

[см. Л. И. Седов A966), Л. Г. Лойцянский A973)], где широко используются методы теории

функций комплексного переменного.

4°. В левой части рассматриваемого уравнения стоит якобиан функций w и v = Ди;. Равенство

якобиана нулю означает, что эти величины функционально зависимы, т. е. v должна выражаться

через w:

Aw = f(w), A)

где }{w) — произвольная функция. Любое решение уравнения второго порядка A) для любой

функции f(w) будет решением исходного уравнения.

Результаты п. 3е соответствуют частным случаям линейной функции f(w) = Xw + С.

О решениях уравнения A) для некоторых нелинейных зависимостей / = f(w) см. 5.1.1.1, 5.2.1.1,

5.3.1.1, 5.3.2.1, 5.3.3.1, 5.4.1.1 и разд. А.3.3-2 (пример 13).

5°. Точные решения в виде суммы функций разных аргументов:

w(x, у) = Ахх2 + А2х + В1У2 + В2у + С,

w(x, у) = А\ ехр(Аж) + А2 ехр(-Аж) + Bi exp(Ay) + В2 ехр(-Ау) + С,

w(x, у) = А\ sin(A:c) + A2 cos(A:c) + B\ sin(Ay) + B2 cos(Ay) + С,

где А\, А2, В\, В2, С, А — произвольные постоянные.

6е. Точные решения:

и,(х,у) = (Ах + В)е-Ху + С,

w(x, у) = [Аг sin(/3a;) + А2 cos(^x)] [Bi sin(Xy) + В2 cos(Ay)] + С,

w(x, у) = [Ai sin{f3x) + A2 cos(/3x)] [Bi sh{Xy) + B2 ch(Xy)] + C,

w(x, y) = [Ai sh(Cx) + A2 ch(/3x)] [Bx sin(Xy) + B2 cos(Xy)] + C,

w{x, y) = [Ai sh(J3x) + A2 ch{/3x)) [Bi sh(Ay) + B2 сЦХу)] + С,

w(x, у) = Аеах+^ + Ве'<х+Ху + С, а2 + /З2 = 72 + А2,

где А, В, С, D, к, /3, А — произвольные постоянные.
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7°. Точное решение линейное по переменной х:

w(x,y) = F(z)x + G(z), z = y + kx,

где функции F = F(z) и G = G(z) описываются автономной системой обыкновенных

дифференциальных уравнений третьего порядка

F'ZF'Z'Z - FF%, = 0, B)

G'zF'JZ - FG7IZ = -^-FF':Z. C)

В результате однократного интегрирования получим систему уравнений второго порядка

(F'zJ - FF'Z'Z = Аи D)

G'z F'z - FG"ZZ = ^~I FF'Z'Z dz + A2, E)

где Ai, A2 — произвольные постоянные.

Автономное уравнение D) заменой Z(F) = (FzJ приводится к линейному уравнению
первого порядка.

Общее решение уравнения B) [или D)] описывается формулами:

F(z) = B1z + B2, Ay=B\;
F(z) = Вх ехр(Лг) + В2 ехр(-Лг), Ах = -А\2ВХВ2\
F(z) = Bi sin(Xz) + В2 cos(Xz), Ax = \2{BJ + Bl),

где В\, Bi, Л— произвольные постоянные.

Общее решение уравнения C) [или E)] имеет вид

F = F(z), 1p = -J!L

где С\, С2 — произвольные постоянные.

8°. Уравнение имеет точное решение вида

w(x,y)=a\n\x\+V(O, С = У/Х-
Значению а — 0 соответствует автомодельное решение.

> О других точных решениях см. уравнение 9.3.1.2.

0 Литература к уравнению 9.3.1.1: А. А. Бучнев A971), В. К. Андреев, О. В. Капцов, В. В. Пухначев,
А. А. Родионов A994).

. dw д
,

. . 8ш 8 ,. , . . 1 в / вго \ 1 д2ы

Предварительные замечания. К данному уравнению сводится уравнение 9.3.1.1 путем перехода к

полярной системе координат [с центром в точке (хо,уо), где х0 и у0 —любые] по формулам:
х — г cos 0 + х0, у = г sin в + у0 (прямое преобразование),

г = \/(х — х-сJ + (у — у0J, tg0 = — (обратное преобразование).
X - Х0

Радиальная и тангенциальная компоненты скорости жидкости выражаются через функцию тока w следу-

следующим образом: иТ
— ~--ff-, ив = --f^-.

1°. Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

w(r,9)=rxU{e),
где функция U = U(9) описывается автономным обыкновенным дифференциальным уравне-

уравнением второго порядка

Ui'e + \2U = CU~*~ (А, С— любые).
Его решение можно представить в неявном виде. В частности, при С = 0 имеем

U = Ах sin(A6») + А2 cos(A6) при А ф О,

U = Ai0 + A2 при А = 0.

Значению А = 0 соответствует решение, зависящее только от угловой координаты в.
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2°. Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

где функции / = /(г) и g
= gF) описываются линейными обыкновенными дифференциальными

уравнениями

L(/) = 08 - Аг-2)/,
две = Ад,

где /3, А — произвольные постоянные; L(/) = r~1(rfr)'T.
3°. Точное решение:

w = b9 + U(?), ? = 9 + a\nr, A)

где функция U = ?/(?) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

После однократного интегрирования, имеем

где Сх — произвольная постоянная. Интегрируя далее, получим

t и f dz тт>

4°. Точное решение линейное по переменной 9:

Здесь функции / = /(г) и g
= g(r) описываются системой обыкновенных дифференциальных

уравнений

= o,

Система C) допускает первые интегралы. В результате для определения функций fug
получим линейные обыкновенные дифференциальные уравнения второго порядка

Af'
D)

L(g) = Ag + B,

где А, В— произвольные постоянные. При А = 0 решения уравнений D) имеют вид

/(r) = Cilnr + C2,

g(r) = ±Br2 + C3lnr + C4.

При А ф 0 решения уравнений D) выражаются через функции Бесселя.

> О других точных решениях см. уравнение 9.3.1.1.

0 Литература к уравнению 9.3.1.2: А. А. Бучнев A971), В. К. Андреев, О. В. Капцов, В. В. Пухначев,
А. А. Родионов A994).

„ dw 8Ew 8w 8Ew 2 0го_, „
_ д f 1 8w \ , 82w

3. Ew> — 0, Его = r I I H .

dz 8r Or dz r Oz 8r \r 8r I dz2

Предварительные замечания. К данному уравнению сводятся стационарные уравнения Эйлера, записан-

записанные для осесимметричного случая в цилиндрической системе координат, в результате введения функции
тока w по формулам ur = -jr ^K uz = —^r^f-, где г = \/х2 + у2, иг и uz —радиальная и осевая

компоненты скорости жидкости.

1°. Любая функция w = w(r, z), являющаяся решением линейного уравнения второго порядка

Ew = 0, будет также решением рассматриваемого уравнения.
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2°. Точные решения:
w = ip(r),
w = (C122 + C2z + Сз)г2 + Oiz + Съ,

где f(r) — произвольная функция, a Ci, Сг, Сз, Сь, Съ —произвольные постоянные.

3°. Точное решение линейное по переменной z:

w(r,z) = ip(r)z + ip(r).
Здесь функции ip = ip(r) и ф = ^(г) описываются системой обыкновенных дифференциальных
уравнений

' ' x
= 0,

A)

где L(^) = (prr
— т~ ^Pr-

Система A) допускает первые интегралы. В результате для определения функций ip и ф
получим линейные обыкновенные дифференциальные уравнения второго порядка

B)

где Сх, С2 — произвольные постоянные. Замена ? = г2 приводит B) к линейным уравнениям с

постоянными коэффициентами

т
= •

Интегрируя, получим

( Ах ch(fcO + Вх МЧ) при Сх = к2 > О,

Ц> = < Ах cos(fc?) + Вх sin(A;?) при Сх = -к2 < О,

I Ait + В\ при Сх = О,

ф = < А2 cos(fc^) + В2 sm{k?) - С2/Сх при d - -к2 < О,

[ \C2t2 + A2t + В2 при Сх = О,

где Ах, Вх, А2, В2 —произвольные постоянные.

(•) Литература к уравнению 9.3.13: А. А. Бучнев A971), В. К. Андреев, О. В. Капцов, В. В. Пухначев,
А. А. Родионов A994).

9.3.2. Нестационарные уравнения

8 , А ч , 8w д , А N 8w д , А

n_q
-

д2%" а2го

St v ' '

ay Sa: ч '
8x ду

v ' '
Эж2

'

ду2
•

Предварительные замечания. К данному уравнению сводятся двумерные нестационарные уравнения

идеальной несжимаемой жидкости (уравнения Эйлера)
1 др

ди2 ди2 ди2 1 др

du-t

ди2

ди1
дх

+

ди2

Эи2

ду

путем введения функции тока w по формулам Uj = -^Ц "г = ~"§7" с последующим исключением

давления (с помощью перекрестного дифференцирования) из первых двух уравнений.
О стационарных решениях см. разд. 9.3.1.

1°. Пусть w{x, у, t) — решение рассматриваемого уравнения. Тогда функции

«л = w(Cix + С2, Ciy + Сз, C\t + Са) + С5,
и>2 — w(xcosC + ysin/3, —xsinfi + ycos/3, t),

w3 = w{x + y{t), у + фЦ), t) + Ф1(г)х - 4>'t{t)y + X(t),
где Ci, C2, Сз, d, /3—произвольные постоянные, a f(t), ф(Ь), \(t) — произвольные функции,

также будут решениями этого уравнения.
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2°. Любое решение уравнения Пуассона Aw = С является также решением исходного урав-

уравнения. Решения уравнения Лапласа Aw = 0 описывают безвихревые (потенциальные) течения

идеальной несжимаемой жидкости.

3°. Точные решения общего вида:

w(x,у, t) = Q(z) + il>'t(t)x - v't(t)y, z = Ci[x + ф)] + C2[y + i>{t)]\
w(x,y,t) = Q(z) + 4>'t(t)x - <p't(t)y, * = & + Ф)}2 + lv + V-W]2;

где Q{z), <p(t), tp(t) — произвольные функции; Ci, Сг — произвольные постоянные.

Аналогичным образом по формулам из п. 1° можно построить нестационарные решения,

исходя из других стационарных решений (см. разд. 9.3.1).

4°. Точное решение линейное по переменной х:

w(x,y,t) = F(y,t)x + G{y,t), A)

где функции F(y,t) и G = G(y,t) определяются из системы одномерных уравнений третьего

порядка

S3F ^S^0, B)
dtdy2 ду ду2 ду3

dtdy2 dy dy2 dy3
w

Уравнение B) решается независимо от уравнения C). Если F = F(y,t)—решение
уравнения B), то функции

F2 = CiF{ClV + CiCit + C )

где i/>(t) — произвольная функция, Ci, C2, Сз, Ct — произвольные постоянные, также будут

решениями этого уравнения.

Интегрируя уравнения B) и C) по у, получим систему уравнений второго порядка

dtdy dy dy dy*

где fi(t) и f2(t) — произвольная функция. Уравнение E) линейно относительно функции G.

Замена

G= jUdy-hF + h'ty, где U = U(y,t), F = F{y,t), F)

где функция h = h(t) описывается линейным обыкновенным дифференциальным уравнением
второго порядка

приводит E) к линейному однородному уравнению с частными производными первого порядка

dt ду
~

ду

Таким образом, если известно частное решение уравнения B) или D), то определение

функции G сводится к решению линейных уравнений G), (8) с последующим интегрированием
по формуле F).

Точные решения уравнения B) приведены в табл. 8. Обыкновенные дифференциальные
уравнения в двух последних строках табл. 8, подстановкой Н'г = V(H) сводятся к уравнениям

первого порядка с разделяющимися переменными. В табл. 9 указаны общие решения уравне-
уравнения E), соответствующие точным решениям уравнения B) из табл. 8.

Общее решение линейного неоднородного уравнения G) можно найти по формуле

h{t) = Cihx{t) + C2h2{t) +-±-\h2{t) fhi{t)f2{t)dt-hi(t) fh2(t)f2(t)dt], (9)
w0 i J J -i
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ТАБЛИЦА 8
Точные решения уравнений B) и D)

1

2

3

4

5

6

7

8

Функция F = F(y, t)
(или общий вид решения)

F = <p(t)y + tp(t)

F = Aexp[-Xy-Xip{t)]+ip't{t)

F = Ash[Xy + Xip(t)] +t't(t)

F = Ach[\y + X№]+*'tW

F = A s\n[Xy + Xip(t)] + 4>'t(t)

F = Acos[Xy + Ai/)(t)] + V'tM

F = t~lH(z) + i/'tC)» ? = !/ + V'C*)

^ _ t~l^2\H(z) —z\ z = yt~1/2

Функция /j (t)
в уравнении D)

Л(*) = ^+^

/i(O = o

/x(t) = -Л2А2

/l(t) = A2A2

hit) = A^

fi(t) = At-*

hit) = АГ*

Определяющие функции
(или определяющее уравнение)

<p(t) и i/;(t) — произвольны

\p{t) — произвольна; Л, А —любые

\p{t) —произвольна; А, А —любые

\p{i) —произвольна; А, А —любые

i/)(t) — произвольна; А, А —любые

ip(t) —произвольна; А, А — любые

-A-H'Z+(H'ZJ-HH'JZ =0

¦J - А - 2H'Z + (H'zJ - HH'Z'Z = 0

ТАБЛИЦА 9

Точные решения уравнения E) [номер в первом столбце соответствует номеру точного решения в табл. 8]

№

1

2

3

4

5

6

7

8

Общее решение уравнения E) [везде 0E) —произвольная функция]

о = ^гв«) + ^г//а(*)Ф(«)*,{ = уФ@ + /^)Ф(«)л

Формула F), где [/ = е~А;!0(?), ? = t + -^еХг

Формула F), где U = sh(AzH(?)> С = * + ^- In th ^>

Формула F), где U = ch(AzHE), С = « + -jfc arctg(eAz)

Формула F), где U = sin(AzH(?)> (, = t + -^ ln|tg -^-|

Формула F), где U = cos(AzH(?), 5 = « + ^ ln|tg(-Af + ^-) |

Формула F), где U — 0(?)H(z), ^ = texp[/ ^Лч ]

Формула F), где V
-

0(^)Я(г) exp[-i / ~щг)\ Z
~ <ехр[/ -^у]

Обозначения

Ф(?) = ехр [f tp(t) di\

z = y +№

z = y +№

z = y + №)

z = y + V(t)

z -y + V»(t)

где hi = h\ (t) и /12 = /12 (t) — фундаментальные решения соответствующего однородного
уравнения при /г = 0, Wo = /ii(/i2)'t — taCu)* —детерминант Вронского (Wo = const).

Для точных решений 2-8 из табл. 8 в формуле (9) следует положить:

hi = 1, /12 = t, Wo — 1 для решения 2;

/ц = е~АМ, h2 = eAU, Wo = 2AX для решений 3, 5, 6;

fti = cos(AXt), /12 = sin(AAt), Wo = AX для решения 4;

ft! = |t| + "M, ft2 = |t|^+", Wo = 2/i = (l+4A)^ для решений 7, 8.

5°. Точное решение:

). С = У + кх,
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где функции F(?,t) и G = G{C,,t) определяются из системы одномерных уравнений третьего
порядка

"*4^^ , (Ю)
atac2 ac ас2 ас3
а3с ас a2F а*с

=

2к / a2F a2F \

atac2 ас ас2 ас3 к2 +1 V ас2 atac /'

Интегрируя уравнения A0) и A1) по ?, получим

+ F
atac V ac) ас2

aF ac a2c
F

ас ас ас2

где /i(t) — произвольная функция, а функция Q(C,*) определяется по формуле

Уравнение A3) линейно относительно функции G. Замена U — ^Ш- приводит его к

линейному уравнению первого порядка

Уравнение A0) с точностью до переобозначения совпадает уравнением B), точные решения
которого описаны в табл. 8. В этих случаях решения соответствующего уравнения A4) можно

найти в квадратурах.

6°. Точное решение [частный случай решения вида A)]:

w{x,y,t) = ехр[-Ау -\Jv(t)dt] [Cix + С2 - d fit>(t)&] + V>(*)* + Ф(*)У,

где f(t), ip{i) — произвольная функция, Cj, Сг, А— произвольные постоянные.

7°. Точное решение:

ii»(xlW,t) = e-A»[A(t)e"r + B(t)e-"s] + V(t)x + ^(t)y,

A(t) = Ci exp [-/? Jt/>(t)dt-\J ф) dt],
B(t) = C2 exp[^ f il>{t) dt ~ A f v?(t) dtj,

где <p{t), ф(^ — произвольная функция, Ci, Сг, A, ;3 — произвольные постоянные.

8°. Точное решение:

тф, у, t) = e~Xy [A{t) sin(/?a;) + B(t) cos^a;)] + tp{t)x + ф{г)у,

A(t) = exp (-A | v? dt) [Ci sin ^/3 / ф di\ + Ci cos (в I^di\],

B(t) = exp (-X I if di\ [Ci cos f^ А ф dt\ - C2 sin (в I %l>dt\\,
где у

= v'C*)» Ф = V"@ — произвольные функции, Ci, Сг, А, /3 — произвольные постоянные,

9°. Точные решения:

w[x, у, t) = A(t) exp{kix + Xiy)+ B{t) exp{k2x + A2y) + <p(t)x + i>{t)y,

A(t) = Ci exp [Ai I <p(t) dt - ki f фЦ) dt],
B{t) = C2exp[A2 I y{t)dt-k2 I

21 А. Д. Полянин, В. Ф. Зайцев
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где <p(t), ф{Ь)— произвольная функция; С\, Сг — произвольные постоянные; fci, Х\, к%, А2—

произвольные параметры, связанные одним из двух соотношений:

ki + X2 = к2 + А2 (первое семейство решений),

ki\2 = A2A1 (второе семейство решений).

10°. Точное решение:

w(x, у, t) = [Ci sin(Aa;) + С2 cos(Aa;)] [A(t) sm(/3y) + B(t) cos(/3j/)] + <p{t)x,

A(t) - C3cos(f3 I ifidt + сЛ, B(t) = C3sin(f3 j(pdt + cA,

где <p = <p(t) — произвольная функция, Ci, C2, C3, Ca, A, /3 — произвольные постоянные.

11°. Точное решение:

w(x, у, t) = [Ci sh(Aa;) + C2 ch(Aa;)] [A(t) sin(/3j/) + B(t) cos(/3y)]

A(t) = C3cos(j3 I ydt + Ci}, B{t) = dsm[p Itpdt + C

где <p — (^(^ — произвольная функция, С\, С%, Сг, Са, A, 0—-произвольные постоянные.

12°. Точное решение:

w(x, у, t) = f(z) + g(t)z + <p{t)x + фЦ)у, z = kx + Xy + J\\<p(t) - kip{t)} dt,

где f(z), g(t), <fi(t), 4J}{i) —произвольные функции, к, А— произвольные постоянные.

13°. Существуют «двумерные» решения вида

w = W(?,7]) + cix + C2y, ? = а\х + а2у + аз*, г) = Ьхх + b2y + b3t.

0 Литература: А. А. Бучнев A971), П. Олвер A989), В. К. Андреев, О. В. Капцов, В. В. Пухначев,
А. А. Родионов A994).

'

dt г дв вг г вг дв
~

' Ч ~

г 8г V Эг / г2 вй2
'

Предварительные замечания. К данному уравнению сводится уравнение 9.3.4.1 путем перехода к

полярной системе координат [с центром в точке (хо,уо), где х0 и у0
—любые] по формулам:

х = г cos в + х0, у — г sin в + у0 (прямое преобразование),

г = \/(х — х0J + (у
— у0J, tg в = — — (обратное преобразование).

v х — х0

Радиальная и тангенциальная компоненты скорости жидкости выражаются через функцию тока w следу-

следующим образом: иГ — -y-^jj-, ив = —-^~.
1°. Точное решение линейное по переменной в:

w(r,e,t) = f(r,t)e + g(r,t), A)

где функции / = f(r,t) и g
= g(r,t) удовлетворяют системе уравнений

l x
B)

]г = 0. C)

Здесь индексы rut обозначают соответствующие частные производные, L(/) = r~1(rfr)r-
2°. Для-частного решения уравнения B) вида

Ь г

где if
= 4>{t), ф = ф{г) — произвольные функции, уравнение C) заменой U = L(g) сводится к

линейному уравнению первого порядка Ut+r~1fUr =0. Два частных решения этого уравнения

описываются формулами

U = 6(?), ? = г2 — 2 I ф(Ь) dt (первое семейство решений, (р = 0),

U = 6(?)> ?= / ^—^-— (p(t)dt (второе семейство решений, ф — 0),
J и г j
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где 0(?) — произвольная функция. Второе слагаемое в решении A) [при условии, что первое

слагаемое имеет вид D)] выражается через U = U(r, t) следующим образом:

g(r,t) = Ci(t)lnr + C2(t) + J ${r,t)dr, Ф(г,0 = j JrU(r,t)dr,
где Ci(t), Ct(t) — произвольные функции.

Замечание. Уравнение B) имеет также частное решение / = 2(t+c).

> О других точных решениях см. уравнение 9.3.2.1.

0 Литература: А. А. Бучнев A971), П. Олвер A989), В. К. Андреев, О. В. Капцов, В. В. Пухначев,
А. А. Родионов A994).

9.4. Другие нелинейные уравнения третьего порядка

9.4.1. Уравнения, содержащие вторые и третьи производные по t

Точное решение в виде полинома третьей степени по х:

w(x, t) = tp3(t)x3 + tp2(t)x2 + Vl{t)x + <po{t),

где функции ifn = <fn (t) описываются системой обыкновенных дифференциальных уравнений

+p(t)]ips,

p(t)]ipo

1°. Пусть w(x, t) — решение рассматриваемого уравнения. Тогда функция

w\ — С\ w[C\х -\- Сч, C\t -\- Сз),

где Ci, Сг, Сз — произвольные постоянные, также будет решением этого уравнения.

2°. Решение типа бегущей волны:

где функция U = {/(?) описывается автономным обыкновенным дифференциальным уравне-

уравнением

In \w\ + aXw + bw'tf = C\.

3°. Автомодельное решение:
w = t2u(z), z = x/t3,

где функция и = u{z) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

ЬB7гги"'1г + 54z2u"z + 6zu'z) + 3—и'г -

auz
- 2 = 0.

и

9.4.2. Уравнения, содержащие смешанные производные

Q2w fdw\2 02w 03w

OxOt \ Ox ) W
Ox2

~ V

Ox3
'

Это уравнение встречается в гидродинамике [см. 9.2.3.1, уравнение D)].

1°. Пусть w = w(x, t) — решение рассматриваемого уравнения. Тогда функции

ид =w(x + il)(t),t) + il>'t(t),
w2 = Ciw(Cix + CiC2t + Сз, C\t + Са) + С2,

где ф(Ь) — произвольная функция, С\, Съ, Сз, Са — произвольные постоянные, также будут

решениями этого уравнения.

21*
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2°. Точные решения:

w(x,t) - $(*),

w(x,t) = Ci exp[-Az + Xip(t)} - rl>'t(t) + uX,

где %(>{t) — произвольная функция, Cj, Сг, A— произвольные постоянные. Первое решение
является «невязким» (оно не зависит от и).

3°. Решение типа бегущей волны (А— произвольная постоянная):

w = F(z), z — x + Xt,

где функция iF,(z) описывается автономным обыкновенным дифференциальным уравнением

А*? + {F'zf - FF'L = vF'?zz.

4°. Автомодельное решение:

где функция G = G(z) описывается автономным обыкновенным дифференциальным уравне-

уравнением

Решения в пп. 3°, 4° можно обобщить с помощью формул из п. 1°.

® Литература: А. Д. Полянин B001 а).

'

8xdt
'

V дх )
~

вх*
"

вх3

Это уравнение встречается в гидродинамике [см. уравнение C) в 9.2.3.2].

1°. Пусть w = w(x,t)—решение рассматриваемого уравнения. Тогда функция

¦шх = w{x -\- ^j(t), ?) 4" i(>t (^))

где ф{Ь) — произвольная функция, также будет решением этого уравнения.

2°. Вырожденное решение (линейное по х) для любой /(<):

где ip(t) — произвольная функция, а функция ip = (p(t) описывается уравнением Риккати

'fit + 'fi2 — f(t). О точных решениях этого уравнения см. В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин B001 а).

3°. Точные решения при f(t) - Ae~0t, A>0,/3>0:

w(x,t) = Be  ""'sin[Aa;•

w(x, t) = Be~*0t cos[Aa; + Xip(t)] + ip't(t),
где ip(t) — произвольная функция.
4°. Точные решения при f(t) = Ae0t, A > 0, /3 > 0:

tv(x,t) = Be~T0tsh[Xx + Xtp(t)] + %jj't{t),

где %l>(t)—произвольная функция.
5°. Тонные решения при f(t) = Ae0t, A<0,/3>0:

w(x,t) = Be^0ich[Xx +

где ф(?) — произвольная функция.

А =

/3
' А =

2»'

2»'
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6°. Точное решение при /(<) = Ае131, А—любое, /3 > 0:

где фA) —произвольная функция.

7°. Автомодельное решение при f(t) = At~2:

w(x,t) = r1/2[u(z)-±z], г = хГ1/2,

где функция и — u(z) описывается автономным обыкновенным дифференциальным уравнением

А _ А-2< + DJ-««»="<»,

порядок которого можно понизить на единицу.

8°. Решение типа бегущей волны при /(?) = А:

w = w(?), ? = х + Xt,

где функция и>(?) описывается автономным обыкновенным дифференциальным уравнением

-А + Aw«

порядок которого можно понизить на единицу.

0 Литература: А. Д. Полянин B001 d).

O2w
.

I dw \2 02w

вх3
'

1°. Пусть w = ш(а;, t) — решение рассматриваемого уравнения. Тогда функция

где t/)(t) — произвольная функция, также будет решением этого уравнения.

2°. Точные решения:

где v?(i)—-произвольная функция, С\, Сг, Л — произвольные постоянные. Первое решение

является вырожденным.

Ow 02w Ow
4

Точное решение линейное по переменной х:

где функции <р(у) и гр(у) описываются системой обыкновенных дифференциальных уравнений

Точное решение линейное по переменной х:

ги = <р{у)х

где функции <р(у) и ф{у) описываются системой обыкновенных дифференциальных уравнений
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, Ow Ow
, а

03w
6. —- = го—- + /3

dt Ох
н
OtOx2

'

ВВМуравнение. Описывает длинные волны в дисперсных системах.

1°. Пусть w(x,t) —решение рассматриваемого уравнения. Тогда функция

wi = Ciw(x + С2, Сit + Сз),

где С\, Ci, Сз —произвольные постоянные, также будет решением этого уравнения.

2°. Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

и(х)

где функция и = и(х) описывается автономным обыкновенным дифференциальным уравнением

f$u'xx - uu'x -и — О.

Его решение можно представить в параметрическом виде

3°. Точное решение:

w t ? х

где функция и = u(^) описывается автономным обыкновенным дифференциальным уравнением

Р(аи'^ + и'^) — (и + a)u'z — и
— 0.

4°. Решение типа бегущей волны:

W a|6(l + S)
3 \/

где sn(^; s) —эллиптическая функция Якоби с модулем s, a— амплитуда волны.

0 Литература: D. N. Peregrine A966), Т. В. Benjamin, J. L. Bona, J. J. Mahony A972), N. Н. Ibragimov

A994, стр. 194-196).



10. Уравнения четвертого порядка
10.1. Уравнения, содержащие вторую производную по t

10.1.1. Уравнение Буссинеска и его модификации

,
Q2w O

Уравнение Буссинеска в канонической форме.
1°. Пусть w(x,t) —решение рассматриваемого уравнения. Тогда функции ,

wi = Clw{Cix + С2, ±C2t + Сз),

где С\, Ci, Сз — произвольные постоянные, также будут решениями этого уравнения.

2°. Точные решения:

w(x, t) = 2Cix - 2Cft2 + C2t + Сз,

w(x, t) = (Cit + C2)x - -figs-iCit + C2L + C3t + C4,

+ ,

12

w(x,t) = -ЗЛ2 cos [|Л(а; ± At) + Ci],
где Ci, Сг, Сз, d, A— произвольные постоянные.

3°. Решение типа бегущей волны (обобщает последнее решение из п. 2°):

w = w(C), C = z + -^>

где функция w(C) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением второго порядка

(Ci, C2 — произвольные постоянные)

w<'c +w2 + 2X2w + CiC + С2 = 0.

При Ci = 0 это уравнение интегрируется в квадратурах.

4°. Автомодельное решение:

где функция U = U(z) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

UZ* + (UU'X + \z2lf;z + \zVt + 2U = 0.

5°. Вырожденное решение (обобщает четыре первых решения из п. 2°):

где функции <р = ip(t), ф = ф{Ь), х = х(*) описываются автономной системой обыкновенных

дифференциальных уравнений

Фи -
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6°. Точное решение:
w

Здесь функция / = /(?) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением третьего

порядка
2

где С, к— произвольные постоянные.

7°. Точное решение (обобщает предпоследнее решение из п. 2°):

где функция и — u(t) описывается автономным обыкновенным дифференциальным уравнением

второго порядка
'/ с 2

Utt = —OU .

Функция u(t) представима через эллиптическую функцию Вейерштрасса.

8°. Точное решение:

где С
—

произвольная постоянная, а функция F = F(z) описывается обыкновенным диффе-
дифференциальным уравнением четвертого порядка

р""rzzzz

9°. Точное решение:

1t + a

Здесь ai, ao, b\, bo — произвольные постоянные, а функция U = U{z) описывается обыкновен-

обыкновенным дифференциальным уравнением второго порядка

U'Jz + ±U2=Clz + c2, A)

где ci, C2 —произвольные постоянные. При с\ = 0 решение уравнения A) можно представить
в неявном виде, при с\ ф 0 уравнение сводится к первому уравнению Пенлеве.

0 Литература: P. A. Clarkson, M. D. Kruskal A989).

10°. Точное решение:

w{x,t) = a2U{z) -a~2{a2kt + b1J, z = ax + \a2kt2 +bit + b0.

Здесь a, bi, Ьо, к— произвольные постоянные, а функция U — U(z) описывается обыкновенным

дифференциальным уравнением третьего порядка

U'z'L + UU'Z + Ш = 2k2z + с, B)

где с— произвольная постоянная. Уравнение B) сводится ко второму уравнению Пенлеве.

0 Литература: P. A. Clarkson, M. D. Kruskal A989).

11°. Точное решение:

z = x(ait + a0) + —T(ait + ao)e + bit + b0-

Здесь ai, ao,b\,bo — произвольные постоянные, a функция U — U(z) описывается обыкновен-

обыкновенным дифференциальным уравнением третьего порядка

U'"Z1 + UU'Z + 5XU = 50X2z + с, C)

где с— произвольная постоянная. Уравнение C) сводится ко второму уравнению Пенлеве.

0 Литература: P. A. Clarkson, M. D. Kruskal A989).
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12°. Точное решение:

w(x,t) = rlU{z) - \t~2{x - Ш2)\ г = хГ1'2 + at3/2,
где а— произвольная постоянная, а функция U = U(z) описывается обыкновенным дифферен-
дифференциальным уравнением четвертого порядка

VZZ + uu'z'z + (и'гJ + \zu'z + \и = I*2.
Решения этого уравнения выражаются через решения четвертого уравнения Пенлеве.

0 Литература: P. A. Clarkson, M. D. Kruskal A989).

13°. Точное решение:

w(x,t) = <p2(t)U(z) - -~ [xV't{t) + фЩ\ z = V(t)x

Здесь функции tp
— <p(t) и ф — V'@ описываются автономной системой обыкновенных

дифференциальных уравнений второго порядка

Vtt = AV, D)

Фи = W>, E)

где А — произвольная постоянная, а функция U = U(z) описывается обыкновенным диффе-
дифференциальным уравнением четвертого порядка

?С„ + UU'Z'Z + {U'zf + AzU'z + 2AU = 2A2z2.

Первый интеграл уравнения D) имеет вид (В — произвольная постоянная)

Решение этого уравнения можно выразить через эллиптические функции Якоби. Общее решение

уравнения E) можно выразить через функцию ip = ip(t) по формуле
dt

ф = &<p(t) + C2<p(t) f

где Ci и Ci — произвольные постоянные.

0 Литература: P. A. Clarkson, M. D. Kruskal A989).

14е. Уравнение Буссинеска интегрируется методом обратной задачи рассеяния, см. цитируемую

ниже литературу.

0 Литература: В. Е. Захаров A973), J. Weiss A984), М. А. Абловиц, X. Сигур A987).

Ненормированное уравнение Буссинеска.

1°. Пусть w(x, t) —решение рассматриваемого уравнения. Тогда функции

Wl = C2w(CiX + С2, ±С'Ь + Сз),
где C\,Ci, Сг

—

произвольные постоянные, также будут решениями этого уравнения.

2°. Точные решения:

w(x, t) = 2Cix + 2aC2t2 + C2t + Сз,

w(x, t) = (Cit + Ci)x + -A_(Ci* + C2L + C3t + Ca,

^A % C2J,

№{я, t) = _?L + Clt\ + ^i-i8 + c2t2 + -b.,
at2 54 i

W(X,t) =
a{t + C2J а{х + С^

w(Xi t) = ^1 ch-2 [_A^{x ± At)

где Ci, C2, Сз, Сц, Л— произвольные постоянные.
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3°. Решение типа бегущей волны (обобщает последнее решение из п. 2°):

где функция и = «(?) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением второго
порядка (Ci, С-2 — произвольные постоянные)

Ьщс + аи2 - 2A2u + CiC + C2 = 0.

При С\ = 0 это уравнение интегрируется в квадратурах.

4°. Автомодельное решение:

где функция U = U(г) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

2U + \zU'z + \z2U':z = a(UU'X + bU'Z,-
5°. Вырожденное решение (обобщает четыре первых решения из п. 2°):

где функции <р = <p(t), ip = ф(г), х — x{t) описываются автономной системой обыкновенных

дифференциальных уравнений
tpu = 6а<р2,

+aip2.
6°. Точное решение:

Здесь функция / = /(О описывается обыкновенным дифференциальным уравнением третьего

порядка

2akf + Sak2^ + C = aff't + bf{a,
где С, к— произвольные постоянные.

7°. Точное решение (обобщает предпоследнее решение из п. 2°):

где функция и
— u(t) описывается автономным обыкновенным дифференциальным уравнением

второго порядка
и „ 2

ии =баи .

Функция u(t) представима через эллиптическую функцию Вейерштрасса.

8°. Точное решение:

7/j ^з I

t
v"' '

ia \ t
'

~"J
'

~

Vt 3

где С — произвольная постоянная, а функция F = F(z) описывается обыкновенным диффе-
дифференциальным уравнением

a(FF'X + bF'J"zz = -zF'z + -F+ —z2.
V z,z zzzz

4 2 g(j

82w 92w в I Ow
3. =

_ „ + 6—-

Решения этого уравнения можно представить в виде

w(i,t) = 2^-(lntt), A)

где функция и = u(x,t) описывается билинейным уравнением

д2и (ди\2 <Э4и
,
ди д3и О(д2и\2 д2и
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1°. Одно- и двухсолитонные решения исходного уравнения, порождаются следующими реше-

решениями уравнения B):

и = 1 + A exp(fcx ± kty\ + к2 ),
m\i) + А2

где A, Ai, Аг, к, ki,

(mi + m2)t],

произвольные постоянные, и использованы обозначения

fc, - fc2J + (n, - п,J т.;

fci +k2J + (n1 -n2y k{

© Литература: R. Hirota A973).

2е. Рациональные решения порождаются следующими решениями уравнения B):

и = х2 -t2 -3,

и = [х ± tK + х =f 5i.

(•) Литература: М. Абловиц, Ч. Сигур A987).

3°. Точное решение уравнения B):

и = ехрBкх - 2mt) + {Сх - At) exp(kx - mt) - В,

А =
СBк2 +

где к, С
—

произвольные постоянные.

© Литература: О. В. Капцов A998).

4°. Точные решения уравнения B):

и = sin(A;a; — mt) + Ax + Bt,
и = sin(fcx) + Csin(mt) + Ecos(mt),

где к, С — произвольные постоянные,

_
ABk2 -

_

3-4Р' v

® Литература: О. В. Капцов A998).

5°. Точное решение (С— произвольная постоянная):

-Ак2

1-fc2

I

и = sin(te) + Cexp(tVk4-k2) +
die2 — 1

4О {К
—" J-

® Литература: О. В. Капцов A998).

6°. Замена w = \(U — 1) приводит к уравнению вида 10.1.1.2:

d4J

. 02w
4. = а

0*2

в ( Qw
I w

вх V дх

д2и
_

д I dU

dt2
~~

~д^ \ ~Ш

Qw

Замена из = U — (а/Ь) приводит к уравнению вида 10.1.1.2:

д2и _,_д_
dt2

~

дх
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10.1.2. Другие уравнения с квадратичной нелинейностью

t
02w 82w

, ,(dw\2 , 2 ,/.ч 82w

1°. Точное решение при с/(а + Ь) = /г2 > 0:

w(x,t) = y>i(<) + y>2(t) cos(kx) + ip3(t)sm(kx),

где функции tpn = fn{t) описываются системой обыкновенных дифференциальных уравнений

<р" = сч>\ + Ък2(<р22 + <р23) - h(t)ipi - p(t),

ip'l = Bс - ак2)^^ + [к2l{t) - k*g(t) -

ц>4 = Bс - ak3)VlV3 + [k2f(t) - k4g(t) -

Штрихи обозначают производные по t. Из двух последних уравнений имеем '¦р'Ц'Рг = Уз/^з-
Отсюда следует, что

У>3 = ^1^2 + С2^2 / —, A)

где С\, Сг — произвольные постоянные.

2°. Точное решение при с/(а + Ь) = —к2 < 0:

w(x, t) = v?i (t) + <fi2 {t) ch(kx) + <p3(t) sh(kx),

где функции (fin = (fin(t) описываются системой обыкновенных дифференциальных уравнений

<р" = ар2 + Ък2(<р23 -ipl)- h(t)<pi - p(t),

<p'i = Bc + ak2)^^ - [k2f(t) + k4g(t) + h(t)}<p2,

ip'i = Bc + ак2)у^з - [k2f(t) + kAg{t)
Функцию <рз можно выразить через функцию у>2 по формуле A).

3°. Частный случай: а/b = — -|-, be < 0.

Точное решение:

w(x,t) = ipi(t) + ip2(t)cos(kx)

Здесь функции фп = rpn(t) описываются системой обыкновенных дифференциальных урав-
уравнений

¦ф" = с-ф\ + Ък2-ф22 + (А + \Ък2)-ф\ - h{t)iPi - p(t),

ф'{ = Bс - afc2)Vi</<2 + Аф23 + [к2 f{t) - k4git) -

1>'l = Bс - iafea)ViVs + Ьк2ф2фг + [\k2fit) - ^
где

А= i[4c-(a + b)fc2].
Существует более общее точное решение вида

w(x, t) = ipi{t) + ip2(t) сов(А:ж) + ip3(t) sm{kx) + tpi(t) cos(-|-A;z) + ips(t) sm{\kx),

где к — ^/—Зс/b.
4°. Частный случай: а/b = — -|-, be > 0.

Точное решение:

w(x,t) = ipi{t) + ijj2(t) ch(fcx) + ф3^)сЦ~кх), к = а/Зс/6.
Здесь функции фп = фпЦ) описываются системой обыкновенных дифференциальных урав-
уравнений

ф" = сф\ - Ьк2ф\ + (А- \Ък2)ф23 - h(t)il>i - pit),

ф'2' = Bс + ак2)фгф2 + Аф23 - [к2fit) + к4дЦ) +
№ = Bс + ^ак2)фгф3 - к2ф2фъ - [\к2fit) + -^

где
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Существует более общее точное решение вида

w{x,t) = Ф1 (t) + ф2Ц) ch(foc) + ф3Ц) sh(kx) \

где k = //
® Литература к уравнению 10.1.2.1: V. A. Galaktionov A995).

Уравнение имеет точное решение в виде полинома четвертой степени по х:

W(X, t) = <p4(t)x4 + <fi3(t)x3 + <fi2{t)x2 + <fil(t)x + >pO(t).

0 Литература: V. A. Galaktionov A995).

Точное решение в виде полинома четвертой степени по х:

w(x,t) = v?4(«)a;4 + <fi3(t)x3 + f2(t)x2 + <fii(t)x + tpo(t),

где функции v>n = <pn (t) описываются системой обыкновенных дифференциальных уравнений

V3 =

// = B4/v?4
+ q.

10.2. Уравнения гидродинамики (уравнения Навье— Стокса)
10.2.1. Стационарные уравнения

1. (Aw) (Aw) = vAAw, Aw =
n „ +

By Ox v y вхвук ' '
вх2

(Aw)(Aw) = vAAw, Aw
n „ + n „ .

By Ox v y вхвук ' '
вх2 fly2

Предварительные замечания. К данному уравнению сводятся двумерные стационарные уравнения вязкой

несжимаемой жидкости

Эй, ди, 1 др
и, +«2 = —

1
дх

2
ду р дх

duQ ди9 1 др
дх ду р ду

ди1 ди2
_

дх ду
~

путем введения функции тока w по формулам Uj =
пр-, и2 = ~"^^" с последующим исключением

давления (с помощью перекрестного дифференцирования) из первых двух уравнений.

® Литература: Л. Г. Лойцянский A973).

1°. Пусть w(x,y) — решение рассматриваемого уравнения. Тогда функции

u>i = w(Cix + С2,Сху + Сз) + Са,

W2 — w(xcosq + у sin а, —ж sin a + у cos а),

где Ci, Сг, Сз, Са, а
—

произвольные постоянные, также будут решениями этого уравнения.

® Литература: В. В. Пухначев A960).

2°. Любое решение уравнения Пуассона Aw — С является также решением исходного уравне-

уравнения (это— «невязкие» решения). Об использовании этих решений в гидродинамике идеальной

жидкости см. Л. И. Седов A966), М. А. Лаврентьев, Б. В. Шабат A973).
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3°. Точные решения в виде функции одного аргумента или суммы функций разных аргументов:

w(y) = Ciy3 + С2у2 + Сзу + Сл,

w(x, у) = Cix2 + С2х + Сзу2 + Сау + Cs,

ги(х, у) = Ci ехр(-Ху) + С2у2 + Сзу + С4 + иХх,

w(x, у) = С\ ехр(Лх) — vXx + С2 exp(Aj/) + vXy + Сз,

w(x, у) = С\ ехр(Лж) + v\x + С2 ехр(-Ху) + иХу + Сз,

где С\, С2, Сз, Ci, Съ, А — произвольные постоянные.

© Литература: В. В. Пухначев A960), Л. Г. Лойцянский A973), А. Д. Полянин B001 d).

4°. Точные решения:

w{x, у) - А(кх + ХуK + В{кх + ХуJ + С{кх + Ху) + D,

w(x, у) = Ae~x{v+kx) + В (у + кхJ + С(у + кх) + иХ{к2 + 1)х + D,

где А, В, С, D, к, 0, X — произвольные постоянные.

© Литература: В. В. Пухначев A960).

5°. Точные решения:

w(x, у) = 6их(у + А) + А(у + АK + В(у + А) + С(у + А) + D (и ф 0),

w(x, у) = {Ах + В)е~Ху + иХх + С,

w(x,y) = [Ash(/3x) + В ch{Cx)]e-Xy + -(/З2 + Х2)х + С,
А

w(x, у) = [Asin(Px) + В cos(^x)]e~Ay + — (А2 - ff)x + С,
А

w(x, у) = AeXv+0x + Bel* + ujy + ^-j(f3 -j)x + C, 7 = ±V*2 + P2,
А

где А, В, С, D, к, Р, X — произвольные постоянные.

Частный случай. Полагая во втором решении А = —и\, В = С = 0, А = y/k]v, получим

w = Vkvx[l — exp(—^/k/vy)]. Это решение описывает стационарное движение жидкости, вызванное

движением точек поверхности у = 0 со скоростью Uj \у=0 = кх.

® Литература: А. Д. Полянин B001 d).

6°. Точное решение линейное по переменной х:

w(x,y) = F(y)x + G(y), A)

где функции F = F(y) и G — G(y) описываются автономной системой обыкновенных

дифференциальных уравнений четвертого порядка

р'р" - FF'" =vF"" (D
у уу ууу

"^

yyyyi \ /

C)

В результате однократного интегрирования получим систему уравнений третьего порядка

{F'yJ-FF^=VF'y"yy + A, D)

G'yF'y - FG'^y = uG'yyy + B, E)

где А и В — произвольные постоянные. Порядок автономного уравнения D) может быть

понижен на единицу.

Нетрудно проверить, что уравнение B) имеет частные решения:

F(y)=ay + b, F)

F{y) = 6v(y + а)'1, G)

F(y) = ае~Ху + Ai/, (8)

где a,b,X— произвольные постоянные.

В общем случае уравнение E) подстановкой U = G'y приводится к линейному неоднород-
неоднородному уравнению второго порядка

uU'y'y + FU'y -F'yU + B = 0, где U = G'y. (9)
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Соответствующее однородное уравнение (при В = 0) имеет два линейно независимых частных

решения:

(Ю)

(Первое частное решение однородного уравнения следует из сопоставления уравнений B) и (9)
при В = 0.) Поэтому общие решения уравнений (9) и C) даются формулами (см. В. Ф. Зайцев,

А. Д. Полянин, 2001 о):

dyUi f^dy), Gfudy + Ct, C3 = --^-. A1)

Общее решение уравнения C), соответствующее частному решению G), имеет вид

G(y) = Ci(y + af + С2 + C3(y + а) + С4(у + а) ,

где С\, Сг, Сз, Са — произвольные постоянные (они выражаются через Ci, Сг, Сз, Ci).
Общие решения уравнения C), соответствующее частным решениям F) и (8), определяются

по формулам A0), A1).

0 Литература: А. Д. Полянин B001 d).

Частный случай. Решение вида A) при G(y) = kF(y) описывает ламинарное движение жидкости в

плоском канале с пористыми стенками. В этом случае уравнение C) выполняется в силу уравнения B).

0 Литература: A. S. Berman A953).

7°. Точное решение:

w{x,y) = F(z)x + G(z), z = y + kx,

где функции F = F(z) и G = G{z) описываются автономной системой обыкновенных

дифференциальных уравнений четвертого порядка

FWz-FF^z=vtf + \)F^z, A2)

G'ZF'JZ - ^
В результате однократного интегрирования получим систему уравнений третьего порядка

{F'zJ - FF"Z = v(k2 + 1)FZZZ + A, A4)

G'ZFZ - FG'ZZ = u{k2 + 1)G"ZZ + ip(z) + B, A5)

где А и В — произвольные постоянные, а функция ф(г) определяется формулой

Ф(г) ~ AkvF" +
2k [fF" dzV\z) — tKvrzl -t- , / r rzz az.

Порядок автономного уравнения A4) может быть понижен на единицу.

Нетрудно проверить, что уравнение A2) имеет частные решения:

F(z) = az + b, z = y + kx,

где a,b, X — произвольные постоянные.

В общем случае уравнение A5) подстановкой U = G'z приводится к линейному неоднород-
неоднородному уравнению второго порядка, которое при гр = В = 0 (т. е. в однородном случае) имеет

частное решение U = < _zz
" "

_

'

Поэтому его общее решение можно выразить в

квадратурах (см. В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин, 2001а).

0 Литература: А. Д. Полянин B001 d).
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8°. Автомодельное решение:

w = / F(z)dz + Ci, z = a,Tctg(—\

где функция F описывается автономным обыкновенным дифференциальным уравнением пер-
первого порядка

3u{F'zJ -2F3 + 12vF2 + C2F + C3 = 0, A6)

Ci, Сг, Сз —произвольные постоянные. Общее решение уравнения A6) можно записать в

неявном виде (его можно выразить в эллиптических функциях Вейерштрасса).
© Литература: Л. Г. Лойцянский A973, стр. 491-493).

9°. Уравнение имеет точное решение вида

arctg( —
У

Значению а = 0 соответствует автомодельное решение A6).

> О других точных решениях см. уравнение 10.2.1.3.

. dw О , .
ч

dw О , . . . .
,

., . . 02w
,
02w

2 ^AW) ^AW) AAW + /() AW +

р

= a\n\x\+ V(z)dz
J

Предварительные замечания. К данному уравнению путем введения функции тока w по формулам
Uj = -t^-i «2 ~ ~^Г св°Дится система уравнений

ди, ди, 1 др л „,
.

du2 du2 1 Sp
u,

— +u2 — = — +vAu2,1
дх

2
ду р ду

2

ди^ ди2

описывающая плоское течение вязкой несжимаемой жидкости под действием поперечной силы. Здесь

/(У) = К(У)-
Случай F(y) = a sin(Xy) соответствует модели А. Н. Колмогорова, которая используется для описания

докритических и переходных режимов (от ламинарного течения к турбулентному).

0 Литература: О. М. Белоцерковский, А. М. Опарин B000, стр. 106-110).

1°. Точное решение в виде функции одного аргумента:

1 fy
w{y) = --г- / (у - zKf(z) dz + Ciy3 + C2y2 + Сзу + d,

6t/ Jo
где Ci, Сг, Сз, Са

—

произвольные постоянные.

2°. Точное решение в виде суммы функций разных аргументов для произвольной f{y):

«"(ж, у) = -~ Г{у- гJФ(г) dz + de~Xv + С2уг + Сзу + С4

J ex'f(z)dz,

где С\, Сг, Сз, Са, X — произвольные постоянные.

Частный случай. В случае f(y) = aj}cos(j3y), что соответствует F(y) — asin(f)y), из предыдущей
формулы при С^ = С2 = С4 = 0, В = —v\ можно получить решение

w(x,y) = -

02 ,B2°+i/2 д2) [В вт(/3у) + и/3 cos(f3y)] + Су - Вх,

где В, С—произвольные постоянные. Это решение указано в книге О. М. Белоцерковского, А. М. Опарина
B000, стр. ПО); оно описывает течение с периодической структурой.

3°. Точное решение в виде суммы функций разных аргументов при {{у) — АеХу + Ве~Ху:

(,, у) -

где С\,С2 — произвольные постоянные.
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4°. Точное решение линейное по переменной х:

w(x,y) = <?(у)х + ф(у),

где функции ip = <р(у) и ф = ф{у) описываются системой обыкновенных дифференциальных
уравнений четвертого порядка

/ // /// ЦП /1\

VyVvv
-

Wyyy =

"Руууу, О)

ф'уtfy - ^'уу = иф'^уу + Ну)• B)

После однократного интегрирования получим систему уравнений третьего порядка

\4>у) -

ffyv = "Рууу + А (•>)

Ф'у'Ру - V<y = "Фу'уу + I НУ) dV + В> W

где А и В — произвольные постоянные. Порядок автономного уравнения C) может быть

понижен на единицу.

Нетрудно проверить, что уравнение A) имеет частные решения:

<P(v) =ау + Ь,

<р{у) = ае~Ху + Ai/,

где а, Ь, А— произвольные постоянные.

В общем случае уравнение D) подстановкой U = ф'у приводится к линейному неоднород-
неоднородному уравнению второго порядка

= 0, где и = ф'у, F = Jf{y)dy + B. E)

Соответствующее однородное уравнение (при F = 0) имеет два линейно независимых частных

решения:

v f *Ъ где Ф = ехр(-1 fvdy).\<р при v? = ау + b,

(Первое частное решение однородного уравнения следует из сопоставления уравнений A) и E)
при F = 0.) Поэтому общие решения уравнений E) и B) даются формулами (см. В. Ф. Зайцев,

А. Д. Полянин, 2001а):

U = CiUi + C2U2 +-Ui [u2^-dy--U2 [Ui^-dy, ф=
и J ф и J Ф

(Д)(Д) ДД Aw {)+

Предварительные замечания. К данному уравнению сводится уравнение 10.2.1.1 путем перехода к

полярной системе координат [с центром в точке (х0, у0), где х0 и у0 —любые] по формулам:

x = rcos(? + z0J y = r sin9 + y0 (прямое преобразование),

г = J(x - х0J +(у -у0J, tgB- ——^- (обратное преобразование).
V X -Хо

Радиальная и тангенциальная компоненты скорости жидкости выражаются через функцию тока w следу-

следующим образом: ur = -jr-^jr, ue = —-^fjr.
1°. Любое решение уравнения Пуассона Aw = С является также решением исходного уравне-

уравнения (это— «невязкие» решения).

2°. Точные решения в виде функции одного аргумента и суммы функций разных аргументов:

w(r) = Cir2 In г + C2r2 + СзЬг + Са,

w{r, 9) = Айв + CirA+2 + C2r2 + Сз Ьг + Са,

где А, С\, С2, Сз, Си — произвольные постоянные.

0 Литература: В. В. Пухначев A960).

22 А. Д. Полянин, В. Ф. Зайцев
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3°. Точное решение:
¦ш-Ьв + и{?), ? = в + а\пг, A)

где функция ?/(?) описывается автономным обыкновенным дифференциальным уравнением

и(а2 + 1)?/?D) - а(Ь + 4иЩ'^ + 2F + 2u)U'x + 2Щи'^ = 0.

После однократного интегрирования имеем

и{а2 + 1)?$4 - а(Ъ + 4i/)U& + 2F + 2v)V'K + (ЩJ = Си О)

где С\ —произвольная постоянная. Уравнение C) является автономным и не зависит явно от U.

Преобразование
z = V(, u(z) = Ub

приводит его к уравнению Абеля второго рода

v(a2 + l)uu'z ~a(b + 4v)u + 2(b+2u)z + z2 =d, C)

которое интегрируется в квадратурах, например, в случаях а = 0 и Ь = —4v:

vu + fa3 +2{b + 2v)z2 -2Ciz + C2 при а = 0,

u(a2+ l)u2 + fz3-4uz2 = 2Ciz + C2 при 6 =-4i/.

Четыре других случая разрешимости уравнения C) описаны в книге В. Ф. Зайцева, А. Д. Поля-

Полянина B001 а) [сначала надо привести C) к каноническому виду заменой и = кп, где к = const].
Отметим, что значениям а = b = 0 в A>-C) соответствует решение, зависящее только от

угловой координаты в (это решение можно записать в неявном виде, см. уравнение 10.2.1.1,

п. 8°).
4°. Точное решение линейное по переменной 9:

w(r,9) = f(rN + g(r).

Здесь функции / = f(r) и д
= д(г) описываются системой обыкновенных дифференциальных

уравнений

/), D)

g), E)

Частное решения уравнения D) имеет вид f(r) — Cilnr + C2. Соответствующее ему
уравнение E) подстановкой Q = L(p) сводится к линейному уравнению второго порядка,

которое легко интегрируется (поскольку имеет частное решение Q = 1). В результате получим
точное решение системы D)-{5):

/(г) = d In г + С2, д{г) = Сзг2 + С41пг + Сь I' [J rQ{r) dr\ -у-
+ С6,

0@ = J>
где С\,С2,Сз,Са,Сь, Се, — произвольные постоянные.

0 Литература: А. Д. Полянин B001 ct).

1 / dw ЭЕг» Ow flEtt) \ 2 flw
_

2
'

г\ Oz Or ~d7 dz J
~

l^~Qz~
W ~ V W'

() + E w = E(Et»).г () +

Предварительные замечания. К данному уравнению сводятся стационарные уравнения Навье— Стокса,

записанные для осесимметричного случая в цилиндрической системе координат, в результате введения

функции тока w по формулам иТ = у-^r, и, = —у-^-, где г = \/х2 + у2, ит и uz —радиальная и

осевая компоненты скорости жидкости.

0 Литература: Дж. Хаппель, Г. Бреннер A976, стр. 124).
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1°. Любая функция w = w(r, z), являющаяся решением линейного уравнения второго порядка

Ew = 0, будет также решением рассматриваемого уравнения.

2°. Точные решения в виде функции одного аргумента и суммы функций разных аргументов:

w(r) = СУ + C2r2 In г + Сзг2 + С*,

w{r, z) = Auz + CirA+2 + C2r4 + Сзг2 + d,

где A, C\, C2, Сз, C\ — произвольные постоянные.

3°. Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

w(r,z)=r2f(z),
где функция / = f(z) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением (С —

произвольная постоянная):

vf"L+2ff"z-(fiJ = C A)

Данное решение описывает осесимметричное натекание жидкости на стенку (течение в окрест-
окрестности критической точки).

0 Литература: Г. Шлихтинг A974, стр. 99-100).

4°. Точное решение квадратичное по переменной г (обобщает решение из п. 3°):

w{r, z) = r2f(z) + Az + В,

где А, В — произвольные постоянные, а функция / = f(z) описывается обыкновенным

дифференциальным уравнением A).

5°. Точное решение линейное по переменной z:

w(r, z) = tp(r)z + ф(г).

Здесь функции ip = ip(r) игр = ф{г) описываются системой обыкновенных дифференциальных
уравнений

ф(ф)]'Т - v'Mv) - 2r"Vb(v) = vrLa(V), B)

ip[L(ip)]'r - 1>'rL(tp) - 2т-1ч>Ъ{$) = vrL3D>), C)

где L(v?) = <p"T -r~Vr-
Частное решение уравнения B):

<p{r) = Cir2 + С2,

где С\ и Сз — произвольные постоянные. В этом случае замена U = Ь(ф) приводит C) к

линейному уравнению второго порядка.

О

Предварительные замечания. К данному уравнению сводятся стационарные уравнения Навье— Стокса,
записанные для осесимметричного случая в сферической системе координат, в результате введения

функции тока w по формулам ur = Г2 5\па ^-, ив =
~ г5[п^ ^Цг, где г = л/х2 + у2 + z2, ur и us

—

радиальная и угловая компоненты скорости жидкости.

0 Литература: М. Ван-Дайк A967, стр. 205).

1°. Любая функция w = w(r,9), являющаяся решением линейного уравнения второго порядка

Ew = 0, будет также решением рассматриваемого уравнения.

Частный случай. Точное решение:

w(r,9) = (C1r2 + C2r~1)sin20,
где Cj, С2 — произвольные постоянные.

2°. Автомодельное решение:

22*
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где функция / = /(?) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением первого

порядка

2A - ?2)/« - f + 4?/ + Ci? + С2? + Сз = О, A)

Сь Сг, Сз — произвольные постоянные.

Уравнение Риккати A) заменой / = —2A — (,2)д'^1д сводится к гипергеометрическому

уравнению

которое при Cif2 + Сг? + Сз — А{1 — ?2) имеет степенные решения

Частный случай. В задаче Ландау об истечении осесимметричной затопленной струи-источника
решение уравнения A) дается формулой

l
= са = сз = 0),

где постоянную интегрирования В можно выразить через импульс струи.

® Литература: Н. А. Слезкин A934), Л. Г. Лойцянский A973, стр. 494-495), Л. Д. Ландау, Е. М. Лифшиц

A986).

10.2.2. Нестационарные уравнения
,

в . . .
,

вги в . . . 8ш 8 ,. , ..
А

в2ги в2ги
1. —(Дго) -\ (Дги) (Дги) = т^ДДго, Дги = -z—z- -\ =-.

8t
v ;

ву вх
v ;

вх ву
v '

вх2 ву2

Предварительные замечания. К данному уравнению сводятся двумерные нестационарные уравнения
вязкой несжимаемой жидкости

9м1 dui dui I dp
dt дх ду р дх

dt дх ду р ду
Я"- ditn

дх ду

путем введения функции тока w по формулам и1 = Ор-, и2 — —-^г с последующим исключением

давления (с помощью перекрестного дифференцирования) из первых двух уравнений.

© Литература: Л. Г. Лойцянский A973).

О стационарных решениях см. разд. 10.2.1.

1°. Пусть w{x, у, t) — решение рассматриваемого уравнения. Тогда функции

wi = w(Cix + C2, Ciy + Сз, Cft + Ca) + Сь,

u>2 = w(a;cos/3 + j/sin/3, —a:sm/3 + ycos/3, t),
W3 = w(x + <p(t), у + фЦ), t) + $'t(t)x - <f't(t)y + X(t),

где С\, Сч, Сз, Ci, /3— произвольные постоянные, a <p{t), г/>(*)> x(*) — произвольные функции,
также будут решениями этого уравнения.

® Литература; В. В. Пухначев A960), Л. В. Овсянников A978), S. P. Lloyd A981).

2°. Любое решение уравнения Пуассона Aw = С является также решением исходного уравне-

уравнения (это— «невязкие» решения). Об уравнении Пуассона см., например, книги А. Н. Тихонова,

А. А. Самарского A972), А. Д. Полянина B001 Ь).
Пример невязкого решения, содержащего пять произвольных функций:

w = ?>(*)я2 + il>(t)xy + [С - ф)}у2 + a(t)x + b(t)y + c{t),
3°. Решение, зависящее от одной пространственной переменной:

w = W(x,t),
где функция W удовлетворяет линейному неоднородному уравнению теплопроводности

dW d2W

f\{t), fo{t) — произвольные функции. Аналогичному уравнению удовлетворяет решение вида

w = V(y,t).
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4°. Точное решение линейное по переменной ж:

w(x,y,t) = F{y,t)x + G(y,t), A)

где функции F(y, t) hG = G(y,t) определяются из системы одномерных уравнений четвертого
порядка

83F dF d2F
_ F8*F_ _

d4F
Flit Я1/2 Я11З Я1.4

' » •*

d3G 8G 82F „d^G 84G
,..

+ ^ C)
dtdy2 ду ду2 ду3 ду4

Уравнение B) решается независимо от уравнения C). Если F = F(y,t) — решение

уравнения B), то функции

F2 - CiF(Ciy + CiC2t + С-л, C\t + d) + C2,

где t/>(t) — произвольная функция, С\, Сг, Сз, C4 — произвольные постоянные, также будут
решениями этого уравнения.

Интегрируя уравнения B) и C) по у, получим

82G 8F 8G „ 82G 8SG
,

. ... ...

+ F
у^-Т + Л(«). E)
ay3ay ay ay2 ay3

где /i(t) и /2(i) — произвольные функции. Уравнение E) линейно относительно функции G.
Замена

G = Judy-hF + tity, где U = U{y,t), F = F(y,t), F)

где функция h = h(t) удовлетворяет линейному обыкновенному дифференциальному уравнению

Л'«-/1@Л = /а(*), G)

приводит E) к линейному однородному уравнению второго порядка параболического типа

= u +Fu. (8)
at ду2 ду ду

к '

Таким образом, если известно частное решение уравнения B) или D), то определение

функции G сводится к решению линейных уравнений G)-(8) с последующим интегрированием

по формуле F).
Точные решения уравнения B) приведены в табл. 10. Обыкновенные дифференциальные

уравнения в двух последних строках табл. 10, определяющие решение типа бегущей волны

и автомодельное решение, являются автономными и поэтому допускают понижение порядка.

Отметим, что решения вида A) при F(y,t) = Cy/t рассматривались в работе В. В. Пухначева
A960) [эти решения соответствуют функции ip{t) = C/t в первой строке табл. 10].

Общее решение линейного неоднородного уравнения G) можно найти по формуле

h(t) = CiAi(t) + C2h2(t) + ~[h2(t) j'hl{t)f2{t)dt-hl(t) j'h2(t)f2(t)dt], (9)

где hi = hi(t) и h2 = ti2(t) — фундаментальные решения соответствующего однородного

уравнения при f2 = 0, Wo = /ii(/i2)'t — h2{h\)'t —детерминант Вронского (в данном случае

Wo = const). В табл. 11 приведены фундаментальные решения однородного уравнения G),
соответствующие указанным в табл. 10 точным решениям уравнения B).

Уравнение (8) для любой функции F — F(y,t) имеет тривиальное решение. Выражения в

табл. 10-11 и формулы F) и (9) при U= 0 описывают некоторые точные решения вида A). Более

широкий класс точных решений можно получить, если рассмотреть нетривиальные решения

уравнения (8).
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1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

ТАБЛИЦА 10

Точные решения уравнений B) и D) [<f{t)
произвольные функции, А, А — произвольные

Функция F
— F(y, t)

(или общий вид решения)

F = ip(t)y + Ф(г)

F=-rffa+1№)

F =: A exp[—\y — Aj/>(t)] + ф[(г) + i/A

F =

F =

F

F

F -ф

F =

Ae l3tsin[Xy + Ai/>(t)] + ф[(г)

Ае~^ cos\Xy + Ai/)(i)] + ф[(?)

= Ae^t sh[\y + Хф(г)] + ф[(г)

= АеРь ch[Ay + Хф{%)\ -V ф\{Ь)

№-!&%- + »-»*
F = FE), 5 = У + Xt

t-v2[u{i)-\z],t = yt~v2

Функция Д [t)
в уравнении D)

/i@ = ^ + va

/i(t) = 0

Л(*) = Ве-2/»

AW = Be2^

ЛМ =^

Ш = А

hit) = At'2

и t/-(t) -

постоянные]

Определяющие коэффициенты
(или определяющее уравнение)

—

—

—

/3 = i/A2,B = А2А2 >0

/3 = I/A2, В = А2А2 > 0

/3 = v\2, В = А2А2 > 0

/3 = ,А2,В = -А2А2<0

/3 = 2i/A2

-A + XF»i+{F>)>-FF&=vF&

В табл. 12 приведены преобразования, упрощающие уравнение (8) для некоторых из

указанных в табл. 10 решений уравнения B) [или D)]. Видно, что в первых двух случаях

решения уравнения (8) выражаются через решения линейного уравнения теплопроводности с

постоянными коэффициентами. Еще в трех случаях уравнение (8) приводится к уравнению с

разделяющимися переменными.

Третье уравнение в табл. 12 имеет частные решения (В\, 2?2 —любые):

Z(tj) = Si + В2 J *(!,)*,, ФЫ = ехр(^е" - т,),
z(v, t) = B^v\h + вх f ф(ч) [у -^L] dv.

О других точных решениях этого уравнения см. книгу А. Д. Полянина B001 6), где рассматри-
рассматривалось более общее уравнение вида dtui = f(x)dxx'w + д(х)дхи>.
® Литература: А. Д. Полянин B001 d).

5°. Точное решение (обобщает решение из п. 4°):

где функции f(f, t) и G = G(?,t) определяются из системы одномерных уравнений четвертого

порядка

a3F dF 82F

a? at3
=u{k +1)

a3G

at ae az3
v ' *'

a?

Интегрируя уравнения A0)иA1)по?, получим

-F
dF dG

dtd(,

A0)

)¦ (И)

A2)

A3)
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ТАБЛИЦА 11
Фундаментальная система решений, определяющая общее решение (9) неоднородного

уравнения G) [номер в первом столбце соответствует номеру точного решения из табл. 10]

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

h

h

hi

hi

Фундаментальная

hi = Ф(*), А2 =

^ = 1,

/г1 = 1,

i=/o(^e-^).

>Wo(^),

hx = ch(ifct),
Л) = cos(fci),

/ij = \t\~5, h

= \t\~5 cos(/iln \t\)

система решений

h2 = t

h2 -t

*a=*o(^e-")

^ ^ / ЛА O3t\
IL2

— ЛО V ~й~ )

>

Y f AX r3t\

h —x (-^v2Le/3t/2\

h2 = sh(fct)
/i2 = sin(fct)

2
=z |f|T In |t|

h2 = |t| "sin(/iln |t|)

Вронскиан 1У0

^o = l

W0 = l

wo = P

4 = 0

Wo = -/3

W0 = l

Обозначения и замечания

ФМ = ехр[/^И

—

—

/0(г), Л'д(г)—модифицирован-
Л'д(г)—модифицированные функции Бесселя, /3 = i/A2

/0(z), Л (г)— модифицирован-
модифицированные функции Бесселя, /3 = i^A2

/0(г), ^оB) — модифицирован-
модифицированные функции Бесселя, в = i/X2

J0(z), YQ(z) — функции Бесселя,

/0(г), K0(z) — модифицирован-
модифицированные функции Бесселя, /3 = 2i/A2

при А = к2 > 0

при А = -Л:2 < 0

при А > — -i-; /i= -i-|l+4A| "
при А = —

-j-

при А < --i-; /i= -|-|1 + 4A|T

ТАБЛИЦА 12

Преобразования уравнения (8) для соответствующих точных решений уравнения D)
[номер в первом столбце соответствует номеру точного решения F = F(y, t) в табл. !0]

№

1

2

3

9

10

Преобразования уравнения (8)

z = уФ@ +М0Ф@ Л + С2, Ф@ = exp[/V(t) Л]

t/ = C3"(C,<),C = y + iK<)

C/ = e''Z(»),t), т/ = -Ay - A^-(t)

U = u(?,t), S = y + Xt

U = t~1/2n(cf, г), С = yt-ll2,T = lnt

Полученное уравнение

Su
„
S2u

at
-

и^?Г

^-=,X^ + (^-AXen)^f

4r="^- + [F«)-A]-§r-Fe«)u

где /i (i) — произвольная функция, а функция Q(f, i) определяется по формуле

2к

at
+ -J' —любая].
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Уравнение A3) линейно относительно функции G. Замена U — Щ- приводит его к

линейному уравнению второго порядка

Таким образом, если известно частное решение уравнения A0) или A2), то определение

функции G сводится к линейному уравнению второго порядка A4). Уравнение A0) с помощью

сжатия независимых переменных ? = {к2 + 1)?, t = (к2 + 1)т приводится к уравнению B), в

котором у и t следует заменить на ? и т [точные решения уравнения B) описаны в табл. 10].

® Литература: А. Д. Полянин B001 d).

6°. Точные решения:

w{x,y,t) ~ Az* + Bz2 + Cz + ф[^)х, z = у + kx + ф(г);

w(x,y,t) = Ae.~Xz + Bz2 + Cz + uX{k2 + l)x + tft(t)x,

где А, В, С, k, X — произвольные постоянные, ф^)— произвольная функция.

7°. Точное решение [частный случай решения вида A)]:

w(x,y,t) = е~Ху [f(t)x + g(t)] + v(t)x + ф(г)у

f{t) = CiE{t), E(t) = exp[i/A2t -X f

g{t) = C2E{t) - CiE(t) I ф(Ь) dt,

где ip(t), ф{г), x(t) — произвольные функции, Ci, C2, X— произвольные постоянные.

8°. Точное решение:

w(x,y,t) = e~Xy[A(t)e0x + B(t)e~0x] + <p(t)x + ф(г)у + x(t),

A(t) = C\ exp \y(X2 + B2)t- C I фЦ) dt- X ip(t) dt],

B(t) = C2 exp f^(A2 + C2)t + 13 f фЦ) dt-X ip(t) dt],
L J J J

где <p(t), ip(t), x(t) — произвольные функции, Ci, Ci, X, 8— произвольные постоянные.

9°. Точное решение:

w(x, у, t) = е~Ху [A{t) sin{j3x) + B{t) cos{/3x)] + tp{t)x + ф{Ь)у + X{t),

где <p{t), ф{1), x(t) — произвольные функции, А, в — произвольные постоянные, а функции
A(t) и B(t) удовлетворяют линейной неавтономной системе обыкновенных дифференциальных

уравнений

A't= [и(Х2 - в2) - Xf(t)]A +
B't = [и(\2 - Р2) - \<p(t)]B -

Общее решение системы A5) имеет вид

A(t) = exp [г; (А2 - /32)i -X ipdtl [d sin (fa f ф dt) + C2 cos (в j фdt)],

B(t) = exp[i/(A2 -82)t-X j <p dt\ [Ci cos (в I ф dt) -Cisyd.(b I^dt)~\,

где ip
= tp(t), ф = V(*)> ^i hC2 — произвольные постоянные. В частности, при <р=

— (А2 — /З2),
А

ф = а получим периодическое решение

A(t) = Ci sin(aCt) + С2 cos(a/3t),

B(t) = Ci cos(aCt) - C2 sin(a/3t).

® Литература: А. Д. Полянин B001 d).

ч
— лип т. j i /л -+- mn\ r. >п.

A5)
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10°. Точное решение:

w{x, у, t) = A{t) exp(fcia; + Хху) + B{t) exp{k2x + X2y) + <p{t)x + ip{t)y + x(t),

где <p(t), ip(t), x{t) — произвольные функции, ki, Ai, кг, Аг—произвольные постоянные,

связанные одним из двух соотношений:

к\ + А2 = к\ + Х% (первое семейство решений),
к\Х2 = к2Х\ (второе семейство решений),

а функции A(t) и B(t) удовлетворяют линейным обыкновенным дифференциальным уравне-

уравнениям

A't = [v{k\ + Xi) + XlV(t) - knl>(t)]A,
B'i = [v(kl + A^) + X2ip(t) - к2фЦ)]В.

Эти уравнения легко интегрируются:

A(t) = Ci exp [i/(fc? + Л?)* + Ai / if{t) dt-ki f ip(t) dt],
B{t) - C2 exp\u(k2 + X\)t + X2 I ip(t)dt-k2 I фЦ)dt\.

® Литература: А. Д. Полянин B001 d).

11°. Точное решение:

w(x, у, t) = [Ci sin(Ax) + C2 cos(Ax)] [A(t) sin(/3y) + B(t) cos{/3y)] + <p(t)x + x(t),

где ip(t), x(t) — произвольные функции, Ci,C2, A, /3 — произвольные постоянные, а функции
A(t) и B(i) удовлетворяют линейной неавтономной системе обыкновенных дифференциальных

уравнений

A't = -v(X2+p2)A-Mt)B

Общее решение системы A6) имеет вид

A{t) = ехр[-г,(А2 +/?2)t] [c3sin(^ J ipdt) +C4cos(/3 f

B{t) =exp[-^(A2+/32)t] [-C3cos(j3 f tpdi) +dsm
где Сз и Са — произвольные постоянные.

® Литература: А. Д. Полянин B001 d).

12°. Точное решение:

w{x, у, t) = [d 8Ь(Аж) + С2 ch(Xx)] [A(t] singly) + B(t) сав@у)] + <p(t)x + x(t),

где f{t), x(t) — произвольные функции, Ci, Сг, А, /3 — произвольные постоянные, а функции

A(t) и Bit) удовлетворяют линейной неавтономной системе обыкновенных дифференциальных

уравнений

B't = ^(Л2 - /32)В + P<p(t)A.
Общее решение системы A7) имеет вид

2)В + P(t)A

Ait) = ехр[^(А2 - P2)t] [с3 sin(/3 f ipdt) + C4 cos (j3 f tpdij], <p = fit),

Bit) = exp[viX2 - C2)t) [-Сз cos(p f <pdt) +C4sm(j3 f <p

где Сз иС4 — произвольные постоянные.

© Литература: А. Д. Полянин B001 d).
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13°. Точное решение:

w(x, у, t) = u(z,t) + (p(t)x + ip{t)y, z = kx + Xy,

где <p(t), ф(Ь) — произвольные функции, к, А— произвольные постоянные, а функция u(z,t)
описывается линейным уравнением четвертого порядка:

Преобразование

U{l,t) = ~, t = z-J[kr/>(t)-\v{t)]dt
приводит его к линейному уравнению теплопроводности

_=1/(, +А)_.

© Литература: А. Д. Полянин B001 d).

14°. Существуют «двумерные» решения вида

v> = W(?,ij)+c\x + C2y, i = сцх + а2у + a3t, ц = bix + b2y + b3t.

15°. «Двумерные» решения (a, b, с— произвольные постоянные):

Vt + с Vt + c

где функция Z = Z{X, Y) описывается уравнением

-*z - (w ~ I*)ш^ - (H + ?)w^ - *"*¦ **-&
0 Литература: В. В. Пухначев A960).

. 8Q ,
1 dw 8Q 1 dw 8Q . _ _ . 1 Э / 8w \

,
1 Э2го

Предварительные замечания. К данному уравнению сводится уравнение 10.2.2.1 путем перехода к

полярной системе координат [с центром в точке (х0,у0), где х0 и
у0 —любые] по формулам:

х = г cos в + х0, y = rsin0 + yo (прямое преобразование),

г = J(x — х0J + (у — у0J, tg6= — (обратное преобразование),
"

»
х
—

х0

Радиальная и тангенциальная компоненты скорости жидкости выражаются через функцию тока w следу-

следующим образом: ur = y-^gf-, "9 = —j^r-
1°. Решение с осевой симметрией

w = W{r,t)
описывается линейным неоднородным уравнением теплопроводности

где <p{t), rp(t) — произвольные функции. О частных решениях уравнения A), встречающихся в

гидродинамике, см. В. В. Пухначев A960), Л. Г. Лойцянский A973).

2°. Точное решение линейное по в:

w(r,e,t) = f(r,t)e + g(r,t), B)

где функции / = f(r,t) и g
= g{r,i) описывается уравнением

L(ft) - r-'frW) + г-7[Ц/)], = fL2(/), C)

ЬЫ - r-lgMf) + r-7[Lfo)]r = »Ъ2(д). D)

Здесь индексы rut обозначают частные производные по соответствующим переменным,

L(f)=r-1(rfr)r, L2(/) = LL(/).
© Литература: А. Д. Полянин B001 d).
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3°. Для частного решения уравнения C) вида / = tp(t)\nr + г/>(<) (ip, ф ¦—произвольные

функции) уравнение D) заменой U — L(<?) сводится к линейному уравнению второго порядка.

Замечание. Уравнение C) имеет также частное решение / = 2(t+C)
•

4°. Рассмотрим подробнее случай / = ip{i) из п. 3е, который соответствует w = ip(t)9 + g{r,t)
[существование такого точного решения установил В. В. Пухначев (I960)]. Для определения
функции g имеем

аи т аи _» а / аи_ \ u-L

Приведем некоторые точные решения уравнения E):

Avt 2v

U
2

= r2 + 4ut - 2 / ip(t) dt + a,

U = rl + p(t)r2+ q(t), p(t) = IQvt - 4 U{t) dt + a, q(t) = 2 f[2v - ip{t)]p(t) dt + b,

где a и b— любые. Второе и третье решения являются частными случаями решения вида

U = r2n + A2n-2(t)r2n-2 + ¦¦¦+ A2(t)r2 + Ao{t),

которое содержит п произвольных постоянных.

Функцию g(r, t) можно выразить через U(r,t) по формуле

где Ci(t), Сг(<) — произвольные функции.
0Еги 1 / 9w 0Егу Эги 0Егу \ 2 dw _ _2

3. ~— -U I —— — —— — j - — hjW = иhi 1

Предварительные замечания. К данному уравнению сводятся нестационарные уравнения Навье —

Стокса, записанные для осесимметричного случая в цилиндрической системе координат, в результате

введения функции тока w по формулам иг = -jr-^j-, uz
~

~7~"?г"> где г = V^2 + У2' ит и uz
—

радиальная и осевая компоненты скорости жидкости.

© Литература: Дж. Хаппель, Г. Бреннер A976, стр. 124).

1е. Любая функция w = w(r, z, t), являющаяся решением линейного стационарного уравнения

второго порядка Ew = 0, будет также решением рассматриваемого уравнения.

2°. Решение с осевой симметрией:

где ip(t), ip(t) — произвольные функции, а функция U = U(r,t) описывается линейным

уравнением параболического типа

аи а A аи \ п
иг— = 0.

dt дт \г dr J

3°. Точное решение линейное по z:

w(r,z,t) = f(r,t)z + g{r,t).
Здесь функции / = f{r,t) и g

— g(r,t) удовлетворяют системе уравнений

Wt) + r [L(/)]r- r~lfrW) - 2r-2/L(/) = *L2(/), A)

H9t) + r-lf[49))r - r-lgMf) ~ 2r-2fL(g) = vL2(g), B)
где L(/) = frr — r~l fr\ индексы снизу обозначают соответствуют частные производные.

Частное решения уравнения A):

где Ci(t) и Сг(<) — произвольные функции. В этом случае замена U = Ь(д) приводит B) к

линейному уравнению второго порядка.
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10.3. Другие уравнения

d3w dw d2w d3w ,, , 94iu

dtdx2 dx dx2
W

вх3
~ ^ ' баз4

'

1°. Пусть u)(x,t) — решение рассматриваемого уравнения. Тогда функция

где ^?(i) — произвольная функция, также будет решением этого уравнения.

2°. Точные решения в виде произведения функций разных аргументов:

w = (АеХх + Ве~Хх) ехр [л2 / f(t) dt],
w = A sin(Ax + В) ехрГ-Л2 / f(t) dt),

где А, В, С— произвольные постоянные.

3°. После однократного интегрирования по х получим уравнение третьего порядка

82w

dtdx

где tp(t) — произвольная функция.

9 / dw d3w dw \

\ dt dx3 dx 1
2-

ax

Уравнение Кадомцева — Петвиашвили. Возникает в теории длинных слабонелинейных волн на

поверхности жидкости, распространяющихся вдоль оси х, причем изменение по у является до-

достаточно медленным. Уравнение Кадомцева — Петвиашвили интегрируется методом обратной

задачи рассеяния, см. литературу в конце разд. 10.3.1.

1°. Не зависящие от времени решения удовлетворяют уравнению Буссинеска 10.1.1.2 (см. также

10.1.1.1). Не зависящие от у решения удовлетворяют уравнению Кортевега
—

де Фриза 9.1.1.1,
продифференцированному по х (в котором х и w заменены на —х и —w).

2°. Уравнение имеет вырожденные решения квадратичные по х:

w = x2tp(y,t) + xrp(y,t) + х{уЛ)-

3°. Точное решение:

w = —U(z,t) — yQ2A2, z = Ху — х,

где Л — произвольная постоянная, а функция U = U(z, t) описывается уравнением третьего

порядка

dU 83U „„8U

<p(t)-—произвольная функция. При <р = 0 имеем уравнение Кортевега —де Фриза 9.1.2.1.

4°. ЛГ-солитонное решение при a = 1:

д2
w(x,y,t) = 2 —- In det A,

где матрица А имеет элементы

A -f, i f U, t\ exP^P" + Чт)х] л _Г1 при n = m,
япт - onm + ;n(y,t)

-^~^
' °™-\q при n/m,

/»(»,«) - Cnexp[(g2 -pl)y - 4(р3п + q3n)t], n,m = 1, 2, ..., N,

Рп,Чт, Сп —произвольные постоянные (Сп > 0).
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5е. Положим а = 1. Всякая быстро убывающая при х —>• +оо функция F(x, z; у, t), удовлетво-
удовлетворяющая одновременно двум линейным уравнениям

dF d2F d2F
Q

ду дх2 dz2

dF
j -п

порождает решение уравнения Кадомцева— Петвиашвили в виде

w = -2J-K(x,x;y,t),
где К = К(х, z; у, t) —решение линейного интегрального уравнения Гельфанда—Левитана—
Марченко

К{х, z\ у, t) + F(x, г; y,t)+ / К(х, s; у, t)F{s, z; y, t) ds = 0.
J— oo

Переменные у и t входят как параметры.

© Литература: В. С. Дрюма A974), В. Е. Захаров, А. Б. Шабат A974), И. М. Кричевер, С. П. Новиков
A978), В. Е. Захаров, С. В. Манаков, С. П. Новиков, Л. П. Питаевский A980, стр. 285-298), В. Э. Адлер,
А. Б. Шабат, Р. И. Ямилов B000).



11. Уравнения старших порядков
11.1. Эволюционные уравнения, линейные относительно

старшей производной

11.1.1. Уравнения вида —— — а—— + f(x,t,w)
at дхп

l a + f{x + bt)

Точное решение:
w = w(i), i = x + bt,

где функция w(?) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

aw^ -6«4 +f{?,w) = 0.

. dw dnw ... . ....

2. = о— 1- ого In го + f(t)w.at axn
1°. Точное решение:

w{x,t) = expUe^x + Be" + -

"Л"
e "+ e" [ e~btf(t) dt\,

I b(n
- 1) У J

где Л, В — произвольные постоянные.

2°. Точное решение:

bt
+ ebt f e~btf(t)dt}<p(z), z = x + \t,

где A, X— произвольные постоянные, а функция tp = (p(z) описывается автономным обыкно-

обыкновенным дифференциальным уравнением

a(pin) -\tp'z
порядок которого можно понизить на единицу.

3°. Замена

{x, t) = ехр [еЬ( / e~bt f(t) dt] u(x, t)

приводит к более простому уравнению
ди дпи

1°. Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:
г , .

ы Г ~Ы \ 1
w(x,t) = ехр Се + е /е g(t)dt](p(x),

где С — произвольная постоянная, а функция ip(t) описывается обыкновенным дифференци-
дифференциальным уравнением

atPx + biplrnp + f{x)ip — 0.

2°. Замена

w(x,t) = ехр[еЬ( fe-btg(t)dt\u{x,t)
приводит к более простому уравнению

ди дпи
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Qw &nw / \ 1 / \

4. = о 1- f(t)w lniu + g(t)w.at axn

Точное решение:

w(x,t) — exp[tp(t)x + ip(t)].
Здесь функции tp(t) и ^/>(t) определяются по формулам

F F P f -F n „P /¦
и(() = Ле , ib(t) = Be + e /e (aAe +g)dt, F= I f dt,

J J

где Л, В — произвольные постоянные.

010 dnW

~дТ
~ а

вхп

Точное решение:

Здесь функции ip{t) и ip{t) определяются по формулам

F F f -F „ Г
^p\t) = Ае -{¦ е / е g dt} F = I f dt,

J J

ip{t) = BeF + eF f e~
F
{aipn + h)dt,

где А, В— произвольные постоянные.

6. = о -f- f(x)w Into -f- \bf(x)t -\- g(x)\w.

Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

w(x,t) = e~bttp(x),
где функция ip{x) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

а<Рх + }{Х)<Р 'п Ч3 + [д(х) + b]ip = 0.

11.1.2. Уравнения вида -^ = a-?^ + f(x,t,w, Ц
a + m

Замена z = x + / /(*) dt приводит к более простому уравнению

dw dnw

которое имеет точное решение в типа бе1"ущей волны и> = w(kz + At).

2-ЁёГ = alSr + ^x)^t + bwlnw + kW
Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

w(x,t) = ехр[се" + ebt f e-b'h(t)dt] ф),
где С — произвольная постоянная, а функция (p(t) описывается обыкновенным дифференци-
дифференциальным уравнением

а<р^ + f(x)ip'x + b<pliLip + g(x)ip = 0.

dii) QnW Qtv

Точное решение:

w(x, t) = exp[tp(t)x + t/}(t)].
Здесь

(p(t) --[ f(t) dt + Ci] , tj)(t) = ip(t) f[g{t) + aipn{t)] dt + C2<p(t),

где Ci, Сг — произвольные постоянные.
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8w 8nw ,
4 +

1°. Точное решение квадратичное по переменной х:

w(x, t) = v?(t)x2 + V(t)x + x (t),

где функции ifik = 4>k (t) удовлетворяют соответствующей системе обыкновенных дифференци-
дифференциальных уравнений.

2°. Точное решение:

w(x,t) = Aect + ect Гe~cif(t)dt + 0@, ? = ж + At,

где А, А— произвольные постоянные, а функция 6(?) описывается автономным обыкновенным

дифференциальным уравнением

ав\п) + Ь(в'{J - Лв^ + ев = 0.

dw 2
+ + k

Точное решение:

w(x,i)

где А — корни квадратного уравнения ЬА2 + сХ + к = 0, а функции y>(t) и ^/;(t) описываются

системой обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка

A)

4 = [(сА + 2к)у + f{t) + а\п]ф. B)

Уравнение Риккати A) интегрируется в квадратурах, например, в следующих частных

случаях (Э. Камке, 1976; В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин, 2001 я):

1) к = 0, 2) g(t) = 0, 3) f{t) = const, g(t) = const.

После решения уравнения A) легко можно получить решение уравнения B), которое линейно

относительно функции ф.

, dw dnw
, ,.

6а + Н

Точное решение в виде суммы функций разных аргументов:

w(x,t) = At + B+ f h{t)dt + <p(x).

Здесь А, В — произвольные постоянные, а функция ^(ж) описывается обыкновенным диффе-

дифференциальным уравнением

dw

Точное решение в виде суммы функций разных аргументов:

wix, t) = ф) + Аеи + ebt Г e~bthit) dt.

Здесь А— произвольная постоянная, а функция <р(х) описывается обыкновенным дифферен-
дифференциальным уравнением
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^ + /W(?f + bf[tW + (*) + h(t).

1°. Точные решения, содержащие экспоненциальные функции х:

w{x,t) = ip{t) + 4>(t)exp(±xV::b), Ь<0, A)

где функции <fi(t) и ф(г) описываются системой обыкновенных дифференциальных уравнений
первого порядка с переменными коэффициентами (аргументы у функций /, g, h не указываются)

<Pt = bf>p2 + gtp+h, B)

ф. C)

Уравнение B) для функции (р = ip(t) является уравнением Риккати и может быть сведено к

линейному уравнению второго порядка. В книгах Э. Камке A976), В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина

B001 а) приведено много решений этого уравнения для различных функций /, д, h.

Если решение уравнения B) известно, то решение уравнения C) для функции ф =

определяется по формуле

[a(±v/=b)nt+ Bbfip + g)dt\, D)
L / J

где С— произвольная постоянная.

Отметим два частных случая интегрирования уравнения B).

Решение уравнения B) при h = 0:

<p(t) = еа (Ci - Ъ IfeGdty\ G=j
где Ci — произвольная постоянная.

Если функции /, д, h пропорциональны:

g-af, h-/3f (a, /3 = const),

то решение уравнения B) имеет вид

gdt,

Са, E)

где Сг — произвольная постоянная. После интегрирования левой части выражения E) можно

получить явный вид зависимости уз = <p(t).
2°. Точные решения более общего вида

w(x, t) = <p(t) + ^(t) ехр(ж\/—Ь) + x(t) ехр(—ж\/—b), b < 0, F)

где функции (p(t), ф(г), x{t) описываются системой обыкновенных дифференциальных урав-
уравнений первого порядка с переменными коэффициентами

¦4Ь/фх, G)

Ф, (8)

Xt = [2bfip + д + а(—у/—Ь)п]х- (9)

Для уравнений четного порядка при п
= 2т (т =1,2, ...) из уравнений (8) и (9) следует,

что функции фA) и x(t) пропорциональны. Полагая ф(Ь) = A6(t) и x(t) = B0(t), в этом случае

решение F) можно записать в виде

w(x,t) = tp(t) + e(t)[Aexp(xV—Ь) + Вехр(—х\[—Ь)], Ь < 0, A0)

где функции ip(t) и ^(t) описываются системой обыкновенных дифференциальных уравнений

e't = \2bfif, + д + {-1)таЬт]е. A2)

Из уравнения A2) можно выразить ip через в, а затем подставить в A1). В итоге получается

нелинейное уравнение второго порядка для функции в (при f,g,h — const это уравнение

является автономным и допускает понижение порядка).

23 А. Д. Полянин, В. Ф. Зайцев
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Отметим два частных случая решения вида A0), которые выражаются через гиперболиче-
гиперболические функции:

при А=\, В = \;
( при А= \, В--\.

3°. Точные решения, содержащие тригонометрические функции х:

Ь > 0, A3)

где функции tp(t), 4>(t), x(t) описываются системой обыкновенных дифференциальных урав-
уравнений (которая здесь не приводится).

Для уравнений четного порядка при п == 2т (т = 1,2,...) имеются точные решения

следующего вида (с— любое):

w(x,t) = ip(t) + e(t)cos(xVb + c), Ь>0, A4)

где функции <p(t) и 9(t) описываются системой обыкновенных дифференциальных уравнений
первого порядка с переменными коэффициентами

'(a2+S«P+ A, A5)

(-i)mabm]e. A6)

Из уравнения A6) можно выразить <р через в, а затем подставить в A5). В итоге получается

нелинейное уравнение второго порядка для функции в (при /, д, h = const это уравнение

является автономным и допускает понижение порядка).
Замечание. Подобные и другие уравнения старших порядков с квадратичной нелинейно-

нелинейностью рассматривались в работе V. A. Galaktionov A995).

9--ar=a-a^- + f{w){-a^J +[*9(t) + h(t)}—.
Переходя к новым независимым переменным

T = j<pn(t)dt, z = <p(t)x + j'h(tMt)dt, <p(t)=ex.p[Jg{t)dt],
приходим к более простому уравнению

dw dnw
, ,,

a

которое имеет точное решение в типа бегущей волны w = w(kz + Лг).

Точное решение в виде суммы функций разных аргументов:

w(x,t) = At + B+ Г g(t)dt + <p(x).

Здесь А, В — произвольные постоянные, а функция if(x) описывается обыкновенным диффе-

дифференциальным уравнением

„
dw dnw . .( dw

bw

Точное решение в виде суммы функций разных аргументов:

w(x, t) = <p(x) + Aebt + ebt f е~ыд

Здесь А— произвольная постоянная, а функция (р(х) описывается обыкновенным дифферен-
дифференциальным уравнением
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вы anw ,(. i dw\12. = о \-wf\t, .

dt 0а:"
•*

V
'

го дх )

Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

w(x, t)=A exp [\x + aXnt + f f{t, A) <й],
где А, Л— произвольные постоянные.

11.1.3. Уравнения вида ^ = e^. + (
/'^" { * V^ dkw

ь
5Г

=

ав^ ^^

Здесь принято обозначение: -|pf = w.

1°. В общем случае уравнение имеет точные решения вида

где Л — корни алгебраического уравнения: 2~\ bij A1+J = 0.

>,J=0

2°. Пусть п — четное число и в первой сумме все коэффициенты bij = 0, когда сумма их

индексов i + j — нечетное число. В этом случае исходное уравнение имеет также решения вида

w(x, t) = VI (t) + фх (t) [A ch(Az) + В sh(Aa;)],
w(x,t) = ^2(t)

где А, В— произвольные постоянные, параметр А определяется путем решения алгебраических
уравнений, а функции (pi(t), ф\Ц) и (p2(t), ip2(t) находятся из соответствующих систем

обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка.

0го 0™го / 0го dn~1
2a + {
Точное решение в виде суммы функций разных аргументов:

w{x, i) = At + В + I g(t) dt + <p(x).

Здесь А, В — произвольные постоянные, а функция (р(х) описывается обыкновенным диффе-
дифференциальным уравнением

„
Эго 0"го

, ,/ 9го dn~1w \
,

.

Oi ?!_¦«
' •* \

'
Q_

" "

Q_*i 1 /
'

Точное решение в виде суммы функций разных аргументов:

w(x,t) = ф) + Aebt + ebt f e~btg(t) dt.

Здесь А — произвольная постоянная, а функция <Дж) описывается обыкновенным дифферен-
дифференциальным уравнением

avin)+f(x,V,'x,...,<pln-1))+b<P = O.

вы 8nw ,/. 1 9го 1 en~1
4 а + f^

Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

w(x,t) = Aexp[\x + a\nt+ f f{t,X,... ,Xn~1)dtj,
где А, А— произвольные постоянные.

23*
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dw 62nw ( 1 d2w 1 a2n~2w \
' '"¦' ~W~ вЖ2п-2 )¦5>

dt ~(le^r+WT\f W

Точные решения в виде произведения функций разных аргументов:

w{x,t) = [АсЦХх) + В sh(Ax)] ехр [aX2nt + //(*, А2,..., А2п~2)

w(x, t) = [A cos(As) + В sin(Ax)] exp[(-l)na\2nt + F(t)},

где А, В, А — произвольные постоянные.

11.1.4. Уравнения вида —^- = aw ^w + f(x,t,w)-^- + g(x,t,w)
at axn ox

1°. Точное решение:

w(x, t) = FWiAn^x"-1 + ... + Axx + Ao) + F(t) j -Щ-Л, F(t) = exp[J f(t) dt],
где Ao, Ai, ..., An-1 —произвольные постоянные.

2°. Точное решение:

w(x,t) = p{t)(xn + An-ixn~l + ... + Axx + Ao) + <p{t) J ^dt,
<p(t) = F(t) [C - an! J F(t) dt] "\ F(t) = exp [J f(t) dt],

где Ao, A\,..., An-i, С — произвольные постоянные.

2--aT =

aw~ax^ + f(x)w +L.
fc=0

Точное решение:

«(« - 1)! Л,

где Со, Сь ..., Cn-i, хо
—

произвольные постоянные.

dw 8nW ,2
3. = aw (- ого -f- f(t)w -f- g(t).

Точное решение:

w(x,t) = (p(t)Q(x) 4

где функции <p(t), ф{?) описываются системой обыкновенных дифференциальных уравнений
первого порядка (С —любое)

ifit — Ctp + Ъ<$ф + f(t)(p,

¦ф[ = С(рф + Ьф + /(i)V> + g{t)i
а функция Q(x) удовлетворяет линейному обыкновенному дифференциальному уравнению п-го

порядка

а@(хп) +Ъв = С.

4. -^- = aw

™
— ak2nw2 + f(x)w + bi sh(fcx) 4- Ь2 ch(fcx).

Ob &X

Точное решение линейное по переменной t:

w(x,t) = t[bi sh{kx) + b2 ch(kx)] + <p(x).
Здесь функция >р(х) определяется из линейного неоднородного обыкновенного дифференци-

дифференциального уравнения с постоянными коэффициентами
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5. —™-
— aw

W

+ [xf(t) + g(t)} —— + h(t)w.

Преобразование

w(x,t) = H(t)u(z,r), z = xF(t)+ g(t)F(t)dt, r = I Fn(t)H(t)dt,
J J

где функции F(t) и H(t) определяются формулами

F(t) = exp[ / /(*) dt], H(t) = exp[ / h(t) dt],
приводит к более простому уравнению

ди
_

дпи

дт
~~

dzn
'

которое допускает, например, точные решение типа бегущей волны и = u(kz + Лг) и

автомодельное решения вида и — и(^), ? = zr~l'n.

0го
_

dnw . . dw

Точное решение:

где функции tp{t), ф(Ь), Q(x) описываются обыкновенными дифференциальными уравнениями

<p't = dp2 + g{t)<p,

aQin) + f(x)Q'x = С,

где С — произвольная постоянная. Последовательно интегрируя, для функций ip{t) и ip{t)
получим

G{t)dt]~\ G{t) = exp[Jg(t)dt],

где А, В— произвольные постоянные.

7-
-jjj- =aw~Q^r +f(x'w~(te +9{x)w +h{t)w.

Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

w(x,t) = ip(x)H(t)\A + B f H{t)dty\ ff(t) = ex

где An В — произвольные постоянные, а функция (р(х) определяется из линейного обыкно-

обыкновенного дифференциального уравнения

aipin) + f(x)ip'x + g(x)<p+ В = 0.

11.1.5. Другие уравнения

,
dw вп ( m8kw\ . г .... , ,..-,

dw
x J + ^w+swi
Преобразование

w(x, t) = «0, r)H(t), z = xF(t) + / g(t)F(t) dt, т= Г Fn+k{t)Hm(t) dt,

где функции F и Н определяются формулами

F(t) = exp [J f(t) dt], H{t) = exp [J h(t) dt],
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приводит к более простому уравнению

— = а

дП
(ит дки \

дт
~~ п

dzn \ dzk )'
Последнее допускает, например, точные решения следующего вида:

и = U(kz + Лг) (решение типа бегущей волны),

и = V(zT^1^n+k^) (автомодельное решение),
и = 1р{г)ф(т) (решение в виде произведения функций разных аргументов).

Преобразование

т= fexp[\F(t)]dt, F{t) = f f(t) dt,

приводит к более простому уравнению

=а (с
дт дхп \ дхк

Последнее допускает, например, точные решения следующего вида:

и = U(kx + Лг) (решение типа бегущей волны),

и = V(xT~1'^n+k') (автомодельное решение),
и = <р(х) + ф(т) (решение в виде суммы функций разных аргументов).

3
dw аЛ

k

Точное решение в виде суммы функций разных аргументов:

А

где А, С— произвольные постоянные, а функция <р(х) описывается обыкновенным дифферен-
дифференциальным уравнением

При к — 1 это уравнение сводится к линейному с помощью подстановки ф = eXtp.

А
__^_

—

fc=O

Точное решение:

где функции tp = ip{t) и ф = ф($) описываются системой обыкновенных дифференциальных
уравнений первого порядка

, dw дп Г., . dkw

5--ьт =-elf{)
Это уравнение имеет точное решение типа бегущей волны

w(x,t) = u@, ? = kx + \

и автомодельное решение вида

тп+к
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6-
Ж

=

a^
Преобразование

z = xG{t)+ fh(t)G(t)dt, т= f Gn+k(t)dt,

приводит к более простому уравнению вида 11.1.5.5:

11.2. Эволюционные уравнения общего вида

11.2.1. Уравнения вида
*

= ,(., ?,...,^
Предварительные замечания. Рассмотрим уравнение

dw

1°. Пусть w(x,t) —решение уравнения A). Тогда функция w{x + Ci,t + d), где Ci, Сг —

произвольные постоянные, также будет решением этого уравнения.

2°. В общем случае уравнение A) допускает точное решение типа бегущей волны

«" = «(?)> ? = кх + At, B)

где к, Л — произвольные постоянные, а функция и>(?) описывается обыкновенным дифферен-
дифференциальным уравнением

F(w,ifci4, ...,
Гw^n)) - Au4 = 0.

В данном разделе рассмотрены частные случаи уравнения A), которые помимо решения
типа бегущей волны B) допускают также другие точные решения.

- F( anw)1 F(

1°. Точное решение в виде суммы функций разных аргументов:

w(x,t) = F(A)t + -^-xn + Cn-ixn~1 +... + C1X + C0,

где А, Со, С\, ..., Сп-\ —произвольные постоянные.

2°. Точное решение линейное по переменной t:

w{x, t) = (Ах + B)t + C + <p{x),

где А, В, С— произвольные постоянные, а функция ip(x) описывается обыкновенным диффе-
дифференциальным уравнением

F(<pP)=Ax + B.

3°. Точное решение:

w(x,t)=zAt + B + tj)(Z), ? = kx + \t,

где А, В, к, А— произвольные постоянные, а функция ф(?) описывается автономным обыкно-

обыкновенным дифференциальным уравнением

(v?°) = AV4 + А.

4°. Автомодельное решение:

где функция в(^) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением
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'

at
~

\~~dx~' ax2
''""'

dxn )'
Точное решение:

w(x,t) = At + B + ip(?), ? = kx + \t,

где А, В,к, А— произвольные постоянные, а функция <?>(?) описывается автономным обыкно-

обыкновенным дифференциальным уравнением

F(fc^, fcV«. • •

•. *V«n)) - V« --4 = 0.

dw / 1 dw 1 82w

dt

_

/ 1 dw 1 82w 1 S"u) N
~

\"U7 8x
'

U) "Sx5 ' " - - '
w 0xtx )¦

Точное решение:

w(x,t) = t<p(?), ? = kx + Xlni,

где к, Л— произвольные постоянные, а функция ip(?) описывается автономным обыкновенным

дифференциальным уравнением

к i к2 „ кп (п)\ . i

dw
_

/1 8и 1 02w I 8nw\

'~8t~W \~w~~8x~' 'w' Эх2
' '' ' ' ~w~ дх" )'

1°. Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

w(x,t) = Cext<p{x),
где С, Л— произвольные постоянные, а функция <р(х) описывается автономным обыкновенным

дифференциальным уравнением

Это уравнение имеет частные решения вида <р(х) = еах, где а — корни алгебраического (или

трансцендентного) уравнения F(a, а2,..., ап) — Л = 0.

2°. Точное решение:

w(x,t) =CeAV(O> ? = kx + j3t

где С, к, Л, /3 — произвольные постоянные, а функция i/i(?) описывается автономным обыкно-

обыкновенным дифференциальным уравнением

ф гр

Это уравнение имеет частные решения вида

8w
_ э„М _9ш 1 82w

at
~ Ш

VIL"

{ ~Фь ~г^«, ¦ ¦

¦. —гЩ )= №i

При /3 = 0 см. уравнение 11.2.1.3, а при /3 = 1 — уравнение 11.2.1.4.

1°. Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:
1

w(x, t) = [A - C)At + В] l-P ip(x),
где А, В—произвольные постоянные, а функция tp(x) описывается автономным обыкновенным

дифференциальным уравнением

/ т' ia" ю^п^ \

2°. Точное решение:

w(z,t) = (t + С) 1~i3 @(z), z = кх + А1п(? + С),
где С, к, А— произвольные постоянные, а функция @(z) описывается автономным обыкновен-

обыкновенным дифференциальным уравнением

- I- -XQZ + ——Q.
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dw
_ p-wpfdw 82w 8nw

~вТ~е \~дх~' дх2
' ¦"'

вх

w\

п')'
1°. Точное решение в виде суммы функций разных аргументов:

w{x,t) = ~j MAfit + В) + <р(х),

где А, В— произвольные постоянные, а функция <р(х) описывается автономным обыкновенным

дифференциальным уравнением

2°. Точное решение:

\ С)w(x,t) \
где С, к, Л— произвольные постоянные, а функция 0(?) описывается автономным обыкновен-

обыкновенным дифференциальным уравнением

8w
_ р( 82w /dw dnw /dw \

Частный случай уравнения 11.2.1.2.

1°. Точное решение:

w(x,t) = At + B + <

где А, В, к, Л— произвольные постоянные, а функция <р(?) описывается автономным обыкно-

обыкновенным дифференциальным уравнением

2°. Точное решение:

w(x,t) = (t

где Ci, Сг, А;, Л — произвольные постоянные, а функция в(г) описывается автономным

обыкновенным дифференциальным уравнением

/®'*, • •
•, fc^ei-Vei) = Ле^ + ©¦

dw
_

8w l 82w /8w 8nw/8w\'

~Qt
~

~dx~ \ 8x2/~8x~' "¦' dxn/~8x~)'
Частный случай уравнения 11.2.1.2.

1°. Точное решение:

w(x,t) = At + B + ip(z), z = kx + Xt,

где А, В, к, Л— произвольные постоянные, а функция ip(z) описывается автономным обыкно-

обыкновенным дифференциальным уравнением

2°. Точное решение:

w{x,t)

где А, В, к, /3, Л — произвольные постоянные, а функция 6(?) описывается автономным

обыкновенным дифференциальным уравнением
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8w ( dw \Р г 82w I dw dnw /8w

) /l
8w

_

( dw \Р г 82w I dw dnw /8w\
'

~~ЬТ
~

Kite) \ дх2/"вх"''''' dxnlite)'
Частный случай уравнения 11.2.1.2. При /3 = 0 и /3 = 1 см. соответственно уравнения 11.2.1.7

и 11.2.1.8.

1°. Точное решение:

w(x,t) = [АA - /3)t + В] ~^3<р{х) + С,

где А, В, С — произвольные постоянные, а функция ip(x) описывается автономным обыкно-

обыкновенным дифференциальным уравнением

(/x)V(^M,...,^n)M) = -V

2°. Точное решение:

w(x,t) = (t + A)We(z) + B, z = kx

где А, В, к, А— произвольные постоянные, а функция @(z) описывается автономным обыкно-

обыкновенным дифференциальным уравнением

11.2.2. Уравнения вида ^ = f(x, „, Ц-,...,
dw

_

_/ d2w dnw \
at ~*{x> ax2

' •"¦'
ax* )¦

Точное решение линейное по переменной t:

w{x, t)-Axt + Bt + C + ip{x),

где А, В, С— произвольные постоянные, а функция (р(х) описывается обыкновенным диффе-
дифференциальным уравнением

F(x,<p'lx,...,<p?))=Ax + B.

dw „( dw d2w dnw

Точное решение в виде суммы функций разных аргументов:

w(x,t) = At + B+<p(x),

где А, В — произвольные постоянные, а функция <р(х) описывается обыкновенным дифферен-
дифференциальным уравнением

3 *L-F(L X^L•

at ~*\вх '
ах2

' •¦•'

1°. Точное решение в виде суммы функций разных аргументов:

w(x, t)=At + B + ifi(x),

где А, В — произвольные постоянные, а функция <р(х) описывается обыкновенным дифферен-
дифференциальным уравнением

2°. Точное решение:

w(z,t) = хв® + С, ?=j,
где С— произвольная постоянная, а функция в(?) описывается обыкновенным дифференци-
дифференциальным уравнением

z2o'is,...,ne-1e\n-1)+e&\n)) +I2©'« = о.
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,
8и) _/ dw 2 92w „ dnw \

4. = Fiw, x , х , .... х .

dt V '
dx

'

За;2
' '

Эа;™ /

Замена ж — ±ez приводит к уравнению, которое рассматривается в разд. 11.2.1 и допускает

точные решения типа бегущей волны w = w(kz + At).
dw

_

к / dw n 8nw \
dt V дх дхп )

Автомодельное решение:
w(x,t) = w(z), z = xt1/k,

где функция w(z) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

kzk~1F(w, zw'z, ..., znw(zn)) -w'z=Q.

, 8ш fc_/ 8w „ dnw \ 8w
6. _ = xF(«,x—,...,x -^)+ax—.
Переходя к новым независимым переменным

^хе"', т=±A-е-°»),ак ч

получим уравнение вида 11.2.2.5:

*H=zb
дт

Точное решение:

и)(ж, <) = ш(г), г = Хх + In (,

где функция w(z) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

ezF(w,\w'z,...,\nwin))-w'z = Q.

dw „f 1 dw 1 02w 1 dnwdw „f 1 dw 1 02w 1 dnw \

at \
'

ш Oi
'

ю За;2
' ' "' '

w Qa;n ^
¦

За;2

Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

w(x,t) = Ae^ipix),
где Л, ^ — произвольные постоянные, а функция <^(ж) описывается обыкновенным дифферен-
дифференциальным уравнением

9 ^Pf(
at V

'
to дх

'
tc Эа;2

'
' ' '

'
w 8xn

При /3 = 1 см. уравнение 11.2.2.8.

Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

w(x,t)= [A-р)М + В]~Гг0<р(х),
где А, В — произвольные постоянные, а функция ip(x) описывается обыкновенным дифферен-
дифференциальным уравнением

dw в-w ry f dw 92w dn>>

dt
~

\
'
dx

'
Эа;2

' ' ' '
'

Qx

Точное решение в виде суммы функций разных аргументов:

w(x, t) — \n(ACt + В) + f(x),
Р

где А, В — произвольные постоянные, а функция (р(х) описывается обыкновенным дифферен-
дифференциальным уравнением
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dw
_

dw „f 82w /dw dnw/8w\
'

~~dt
~

~dx~ Vе' 8х2/~вх~' ¦"' 8x™l~Qx)'
1°. Точное решение в виде суммы функций разных аргументов:

w(x,t) = At + B + ip(x),

где А, В— произвольные постоянные, а функция <р(х) описывается обыкновенным дифферен-
дифференциальным уравнением

<pxF(x,<p'x1x/<px,...,<pxn)/v'x)=A.
2°. Точное решение:

w(x,t) = Ае"ь@(х) + В

где А, В, ц — произвольные постоянные, а функция @(х) описывается обыкновенным диффе-

дифференциальным уравнением

e'xF(x, Q'Li®'x..., ein)/e'x) = ф.

dw
_

/ dw \Р / d2w /dw dnw ldw\

При /3 = 1 см. уравнение 11.2.2.11.

1°. Точное решение в виде суммы функций разных аргументов:

w{x,t) = At + В + <р{х),

где А, В — произвольные постоянные, а функция (р(х) описывается обыкновенным дифферен-
дифференциальным уравнением

(<p'xHF(x,<p'U<p',, •¦¦,№/*'*)= А.

2°. Точное решение:

w (x, i) = [А{\ - $)t + Ci] ~^B [®{x) + В] + С2,

где А, В, С\, Сг —произвольные постоянные, а функция в(х) описывается обыкновенным

дифференциальным уравнением

(e'xHF{x, е;'х/е;..., ехп)/в'х) = лв + ав.

11.2.3. Уравнения вида *?. = F(x,t,w, %-,..., -|

at

Точное решение:

w = ги(?), ^ = ах + Ы,

где функция w(?) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

F(?, w, aw's, ..., anwln)) - bw'( = 0.

. dw _/
, .. dw dnw\

2. = Flax + bt, , .... .

dt V
'
8x

'
8xn J

Точное решение:

+Ct, ? = ах + bt,

где С— произвольная постоянная, а функция <р(?) описывается обыкновенным дифференци-
дифференциальным уравнением
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. dw .... fc_/ 0w п. 8nw \
, ,.\9w3. = f(t)x Ф( w, x , .... x 4- xg(t) .

dt
J w V '

dm
' '

dxn J
^ ww

dx

Переходя к новым независимым переменным

z = xG(t), r = Jf(t)G-k(t)dt, G(t)=exV[Jg(t)dt],
приходим к более простому уравнению вида 11.2.2.5:

dw ъ„( dw ndn

2Тг

4. -^ = Wt, ....
©t V. tc dx w

Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

w{x,t) = Лехр[Лж+ /ф(*,Л,.. .,A")dt],
где А, Л— произвольные постоянные.

dw I I 82w I 82nw

Ъ
Точные решения в виде произведения функций разных аргументов:

w{x, t) = [Ach(\x) + В sh(Ax)] exp[ f Ф(<, Л2,..., Л2п) dt],
w(x,t) = [yicos(Aa;) + Bsin(Ax)] exp[ f Ф(«, -Л2,..., (-l)nA2n)

где А, В, Л— произвольные постоянные.

Точное решение:

W(x,t) = ex*E{t) [A + jЖ dt] + Be-x"E(t),

Е@ = ехр[
где А, В, А — произвольные постоянные.

Точное решение:

где Л, В, А — произвольные постоянные.

Точное решение:

t«(x, t) = ch(Xx)E{t) [A + jAdt]+ sh(Xx)E(t) [В + J Щ- dt],

где А, В, X— произвольные постоянные.
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„
вги л/. 1 82w 1 d2nw\

, ,,,,
,. .

9. — =w<*(t, -—, ..., --^г) +f(t) cos(Xx).
Точное решение:

w(x,t) == cos{Xx)E{t)\A+ fЩ-dt] + Bsin{\x)E(t),
L J E(t) J

Я(«) = exp[J Ф(*. -А2,..., (-l)"A2n) dt],
где Л, В, А— произвольные постоянные.

10. «J. =„#(*, JL

Точное решение:

Ш(х, 0 = cos(Ax)S(t) [Л + уЖ

где Л, В, А— произвольные постоянные.

dw I d2w
и.

Преобразование

w{x,t) = G{t)u{x,r), r = Jf(t)Gl3-1(t)dt, G(t) = exp[Jg(t)dt],
приводит к более простому уравнению вида 11.2.1.5:

ди
_ вф( 1 ди 1 д2и г дПи \

дт
~U

\и дх' и дх2
" '

'

и дхп )'
которое имеет точное решение в типа бегущей волны и = и(Ах + Вт) и решение в виде

произведения функций разных аргументов и = (р(х)ф(т).

,•,
8w

х,+\ я*/' 1 8w I d2w

Преобразование

w(x,t) = G(t)u(x,T), r= /'

приводит к более простому уравнению вида 11.2.2.9:

ди
_ 0 / J_^ 1 д2и 1 дпи

&т
~ и

\х' ~^~fa' "^ дх2
' ~п дхп )'

которое имеет точное решение в произведения функций разных аргументов и = <р(х)ф(т).

лл
aw *u\( dw \кя.( 02w /8w 8nw /dw\

Точное решение:

где функции f(t), ф(Ь) описываются системой обыкновенных дифференциальных уравнений
первого порядка (С — произвольная постоянная)

ip't = Af(t)<pk + g(t)ip, A)

1>'t=9W + Bf(t)<pk+h(t\ B)
а функция Э(ж) удовлетворяет обыкновенному дифференциальному уравнению n-го порядка

(в'х)кч>(х, е^/е'х,..., ein)/e;) = ле + в.

Общее решение системы A), B) дается формулами

= G{t)[c-kAJf{t)Gk-\t)dt]
x~k

, G(t) = exV[Jg(t)dt],
= DG(t)+G(t)J[Bf(t)vk(t) + h(t))-

dt

где A, B, C, D— произвольные постоянные.
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,.
dw г, ... , . /

14
-аГ

= ^М*)ь>+м
Точное решение:

где функции <р(?), tp(t) описываются системой обыкновенных дифференциальных уравнений

первого порядка (С — произвольная постоянная):

A)

V4 = [Cfi(t)Vk +9i(t)]V + C/o(t)/ +so(t), B)

а функция 0(х) удовлетворяет обыкновенному дифференциальному уравнению n-го порядка

(в'х)кФ(х, е'±х/е'х,...,э{хп)/е'х) = с.

Общее решение системы A), B) дается формулами

<p{t) = G(t)[A-kC J'fi{t)Gk{t)dty1/h, G(t) = exV[J 9l(t)dt],
j,(t) = B^(«) + ?>(«) J[Cfo(t)<pk(t)

где А, В, С— произвольные постоянные.

9w
15-

Преобразование

,
r= f f(t)exp[/3G{t)]dt, G{t) = Jg{t)dt,

приводит к более простому уравнению вида 11.2.1.6:

ди 0и^(ди д2и дпиди
_ 0и^(ди_ д2и дпи \

дт
~е

\дх' вх*' 'ах" 7'

которое имеет точное решение в типа бегущей волны и = и(Ах + Вт) и решение в виде суммы

функций разных аргументов и — у(х) 4- ф{т).

Преобразование

w{x,t) = u{x,r) + G{t), r= I f(t)exv[f3G{t)]dt, G{t) = f g(t)dt,

приводит к более простому уравнению вида 11.2.2.10:

которое имеет точное решение в виде суммы функций разных аргументов и = (р(х) + ф(т).

._
dw .,.4-У dw 82w dnw \

, ... вг«

Преобразование

= Jf(t)dt, z = x + Jg{t)dt,
приводит к более простому уравнению

dw
_ ( dw d2w dnw

которое имеет точное решение в типа бегущей волны w = w(kz + Лг).
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dw
_

_ / 1 dw 1 9nui \ . Y"' dkw / 1 вш 1 enw

Уравнение имеет точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

где А, А— произвольные постоянные.

19.

fcV' ^7"э^~' ¦"' "^Г вжг" ;a

Уравнение имеет точные решения в виде произведения функций разных аргументов:

w(x,t) = ^eXx6i(t),
w(x,t) = [Ach(Xx) + Bsh(Xx)]@i{t),
w(x,t) = [Acos(As) + Bsin(Ax-)]e2(t),

где А, В, А — произвольные постоянные.

Уравнение имеет точное решение вида:

где А— произвольная постоянная.

21. ^=и,Фо(Ь,—
m

Уравнение имеет точное решение вида:

w{x,t) =ch(\x)ip(t)

где А— произвольная постоянная.

dw I 1 d2w 1 02т1-ш
22. — = «,*„(«, -

Уравнение имеет точное решение вида:

w(x,t) = cos(As)<^(t) + sm(\x)ip(t),

где А— произвольная постоянная.

Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

w(x, t) = {Co + Cix + ---+ Cnxn)if(t),
где Со, Ci, ¦.

¦,
Сп — произвольные постоянные, а функция ip = ip(t) описывается обыкновен-

обыкновенным дифференциальным уравнением

ip't = fF(t, Cof, Clip,..., Cn<p).
® Литература: Ph. W. Doyle A996), рассматривался случай dtF = 0.
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11.3. Уравнения, содержащие вторую производную

11.3.1. Уравнения вида -^- — а-^^- + /(ж, t, w)

Уравнение имеет точные решения вида

w = ш(?), f = х + Ы,

где функция w(?) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

2. -^- = а-~- + bw Inw + f(t)w.

Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

где функции ip(t), ф(х) описываются обыкновенными дифференциальными уравнениями

ip'lt - [Ыпу> + f(t) + С}ц> = О,

аф^п) + (Ыпф - С)ф = О,

где С — произвольная постоянная.

3. -^ = a^ + bwInw + [f{x) + g(t)]w.
Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

w{x,t) = ip(tL,(x),

где функции (pit), ф(х) описываются обыкновенными дифференциальными уравнениями

аф(хп) + [Ыпф + f{x) -

где С
—

произвольная постоянная.

4. -^- = a-Q^r + f(x)w\nw + [bf(x)t + g(x))w.
Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

где функция (р(х) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

а<р{хп) + f{x)<p In ip + [g{x) - b2) v = 0.

11.3.2. Уравнения вида
-^3-

=

a~^r + f\x-,t,w, —J

Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

w{x,t) = ф)ф(х),

где функции ip(t), ф{х) описываются обыкновенными дифференциальными уравнениями

ifiu
- [Ып f + h(t) + С] у - 0,

аф(п) + Пх)ф'х + [Ып ф + д(х) - С]ф = 0,

где С— произвольная постоянная.

24 А. Д. Полянин, В. Ф. Зайцев
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82w dnw
,

1°. Точное решение квадратичное по переменной х:

w(x,t) = (p2(t)x2 + tpi(t)x + ipo(t),

где функции fk = (fk {t) удовлетворяют соответствующей системе обыкновенных дифференци-
дифференциальных уравнений.

2°. Точное решение:

Здесь функции ф(Ь) и в(?) описываются обыкновенными дифференциальными уравнениями

Фи -сф- /(*) = А,

ae<i?} - А26^ +6(в'?J +св = А,

где Л, А — произвольные постоянные.

,
d2w dnw ,/8ш\2 ,

dw
, , 2 , .... , ...

Точное решение:

w(x, t) = tp(t) + ip(t) ехр(Лж),
где Л — корни квадратного уравнения ЬЛ2 + сХ + к = 0, а функции ip(t) и xp(t) описываются

системой обыкновенных дифференциальных уравнений

tft = kip2+№<p + g(t), A)

ф'и = [(сЛ + 2к)>р + f{t) + a\n] ф. B)

В частном случае при /(?) = const, g{t) = const уравнение A) имеет частные решения вида

(р
= const и ввиду его автономности может быть проинтегрировано в квадратурах. Уравнение

B) линейно относительно функции гр, поэтому при ip = const его общее решение выражается

через экспоненты или синус и косинус.

8nw
,

.,

Точное решение в виде суммы функций разных аргументов:

w{x, t) = \At2 +Bt + C+ (t
- t)H{t) dr + ip(x).

Jo

Здесь А, В, С — произвольные постоянные, а функция р(х) описывается обыкновенным

дифференциальным уравнением

a<pin)+f(x)(<p'xJ+g(x)-A = O.

Точное решение в виде суммы функций разных аргументов:

w{x,t) = tp(t)+t/>(x).

Здесь функции ip(t) и ф(х) описываются обыкновенными дифференциальными уравнениями

ч>Ъ -ьр- h(t) = о,

аф{хп) + f(x) (ф'хJ + Ъф + д(х) = 0.

Решение первого уравнения для (/?(?) имеет вид

tp{t) = Ci сЦкх) + С2 shikx) + — / Цт) sh [кЦ - т)] dr при Ь = к2 > 0,
k Jo

?>(<) = Сх cos(fcx) + Сг sin(A;x) + — / h(r) sin [k(t - т)] dr при Ь = -к2 < 0,

где Ci, С2 — произвольные постоянные.
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1°. Точные решения, содержащие экспоненциальные функции х:

w(x,t) = ф) + ф{Ь) ехр(±хУ=:Ь), Ь<0, A)

где функции if(t) и ф(г) описываются системой обыкновенных дифференциальных уравнений
второго порядка с переменными коэффициентами (аргументы у функций /, g, h не указываются)

B)
'

C)

В частном случае, когда f,g,h — некоторые постоянные, уравнение B) имеет частные

решения вида (р = const. В этом случае общее решение уравнения C) выражается через
экспоненты или синус и косинус.

2°. Точные решения более общего вида

w(x,t) - ip{t) + ф{Ь)[Аехр(х^/Ц>) +Bexp(-xVcrb)], Ь < 0, F)

где функции if(t) и ф(Ь) описываются системой обыкновенных дифференциальных уравнений
второго порядка с переменными коэффициентами

? 2

, G)

(8)

Из уравнения (8) можно выразить ср через ф, а затем подставить в G), В итоге получается

нелинейное уравнение четвертого порядка для функции ф (при f,g,h = const это уравнение

является автономным и допускает понижение порядка).
Отметим два частных случая решения вида F), которые выражаются через гиперболические

функции:

w{x, t) = ip(t) + ф{г) ch^V^b) при А = -§-, В = |;
w{x, t) = (p{t)+ ф(ЬMЦх\/^Ь) приЛ= |, В = -¦§-.

3°. Точные решения, содержащие тригонометрические функции х:

w(x,t) = ip(t) +ф(г)соь(х\/Ь + с)) b > О,

где функции ip(t) и ф{{) описываются системой обыкновенных дифференциальных уравнений
второго порядка с переменными коэффициентами

Замечание. Подобные и другие уравнения старших порядков с квадратичной нелинейно-
нелинейностью рассматривались в работе V. A. Galaktionov A995).

7 +

Точное решение в виде суммы функций разных аргументов:

rt

w(x,t) = ±At2 + Bt + C+ / (t-r)g(T)dT + v(x).
Jo

Здесь А, В, С — произвольные постоянные, а функция ip(x) описывается обыкновенным

дифференциальным уравнением

avin)+f(x,v'x)-A = 0,

порядок которого можно понизить с помощью подстановки м = ip'x.

24*
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bw

Точное решение в виде суммы функций разных аргументов:

Здесь функции ip(t) и ф(х) описываются обыкновенными дифференциальными уравнениями

tp'tt -btp- g{t) = О,

аф1хп) + /(*,¦&)+ 6^ = 0.

Решение первого уравнения для <p(t) имеет вид

tp(t) = d ch(kx) + C2 sh(fcr) + - [ д(т) sh [k(t - r)] dr при Ь = к2 > 0,

V>(t) = Ci cos(A;x) + C2 sm{kx) H / g(r) sin[fc(t
- r)] dr при Ь = -к2 < 0,

где С\, Сг — произвольные постоянные.

enw ,/ l dw

Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

где Л — произвольная постоянная, а функция ip(t) описывается линейным обыкновенным

дифференциальным уравнением второго порядка

11.3.3. Уравнения вида *? = а^- + f(x,t,W, %-,...
dkw

i,j=O fe=O

1 с
d°w

Здесь принято обозначение: —— = w.

1°. В общем случае уравнение имеет точные решения вида

w(x, t) = tp(t) + ф{Ь) ехр(Лх),
i,j<n

где А— корни алгебраического уравнения: ^ bij \r+i = 0.

i,j=0

2°. Пусть n — четное число и в первой сумме все коэффициенты bij
— 0, когда сумма их

индексов г + j — нечетное число. В этом случае исходное уравнение имеет также решения вида

w(x,t) = tpi (t) + фх {t) [Ach{Xx) + В sh(Az)] ,

w(x,t) = ipi{t) +V>2(t)[Acos(Ax) + Bsin(Ax)l,
где А, В —произвольные постоянные, параметр А определяется путем решения алгебраических

уравнений, а функции <pi{t), V>i(*) и V?2(*)> Фъ{1) находятся из соответствующих систем

обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка.

,
92w 8nw ( dw dn-1

2 а + П
Точное решение в виде суммы функций разных аргументов:

rt

w(x,t) = -At2 + Bt + C + / (t - r)g{r)dr + ip{x).
Jo

Здесь А, В, С — произвольные постоянные, а функция <р{х) описывается обыкновенным

дифференциальным уравнением

а^) + /(х,?>'х,...,4'1~1>)-^ = 0,

порядок которого можно понизить с помощью подстановки и = <р'х.
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Точное решение в виде суммы функций разных аргументов:

w(x,t) = ip(t) + ф(х).

Здесь функции tp(t) и ф(х) описываются обыкновенными дифференциальными уравнениями

ip'lt -hip- g(t) = О,

аф^п) + 1{х,Ф'х, ¦ ¦ ¦ ,Ф^'1}) +Ьф = 0.

Решение первого для ip(t) уравнения имеет вид

1 Г*
ip(t) = Ci сЦкх) + С?sh(kx) + - / g{r)sh[k{t - т)} йт при Ь = к2 > 0,

* Jo
1 /¦'

ip(t) = C\ cos(kx) + Ci wsa{kx) + — / д(т) sin [k(t - т)] dr при b = ~к2 < 0,
k Jo

где С\, Сг — произвольные постоянные.

82w dnw
,

/ 1 dw 1 en~1
•

eta"
Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

где Л — произвольная постоянная, а функция ip(t) описывается линейным обыкновенным

дифференциальным уравнением второго порядка

82w
_

O2nw ( 1 d2w

9*2
~a +™

1 d2w 1 92n~2w \
' ^7 Эх2

' '¦¦' ^Г вх»»-а У'

Iе. Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

w(x,t)= [Ach(\x) + В sh(\x)]<p(t),
где А, В, Л—произвольные постоянные, а функция (/?(?) описывается линейным обыкновенным

дифференциальным уравнением второго порядка

rft=F(t)ip, F(t) = a\2n + f{t,X2,...,\2n-2).
2°. Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

w(x,t) = [Acos(Xx) + Bsm(Xx)]ip(t),
где А, В,Х— произвольные постоянные, а функция (p(t) описывается линейным обыкновенным

дифференциальным уравнением второго порядка

11.3.4. Уравнения вида -^ = aw^- + f(x,t,w)^- + g(x,t,w)
atJ ax" ox

fc=O

Точное решение:

kxk--rL— Пх-
k=0 k=0 к=0

где Ao, A\, ..., An-\\ Bo, Bb ..., Bn-\ —произвольные постоянные.
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Точное решение:

w(x,t) = <p(t)(Anxn + ...

где А\, ..., Ап — произвольные постоянные, а функции tp{t) и ф{?) описываются системой

обыкновенных дифференциальных уравнений

(р'и = Апап\ р2 + /(?)<Л
фи = А„ап\ рф + 1Ш + g{t).

Точное решение:

w(x,t)

где функции ip(t), ф(?) описываются системой обыкновенных дифференциальных уравнений
второго порядка (С— произвольная постоянная)

+

ф'й = С<рф + Ьф2 + f(tL> + g(t),

а функция @(х) удовлетворяет линейному обыкновенному дифференциальному уравнению п-го

порядка

ав(хп) + ье = с.

4. 4гт" = aw^^- - ak2nw2 + f(x)w + bi sh(kx) + b2 ch(kx).

Точное решение квадратичное по переменной t:

w(x,t) = ±(t + CJ[bish(kx) +b2ch(kx)] +ip(x).

Здесь С— произвольная постоянная, а функция (р(х) определяется из линейного неоднородного

обыкновенного дифференциального уравнения с постоянными коэффициентами

aipi2

Точное решение:

«;(*,«) =

где функции ip(t), ф(?), Q(x) описываются обыкновенными дифференциальными уравнениями

р'и = &р2 +g(t)ip,

ав(хп) + f(x)e'x = C,

С — произвольная постоянная.

d2w dnw
, ,,

. dw
, / ч a

Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

w(x,t) = <p(x)tl>(t),

где функции ip(t), ф(г) описываются обыкновенными дифференциальными уравнениями

фи - Сф2 - h(t)ip = О,

С — произвольная постоянная.
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11.4. Другие уравнения

11.4.1. Уравнения гидродинамического типа

dw \2 82w
^пл

8nw( dw \2
V ax )

1°. Пусть w(x, t) — решение рассматриваемого уравнения. Тогда функция

Wl(x,t) = w{x + <p(t),t) + ip't(t),
где ip(t) —произвольная функция, также будет решением этого уравнения.

2°. Точное решение:

А ф)

где ip(t) — произвольная функция, А— произвольная постоянная.

dw d2w
_

dw 82w
_

. . в"ад

dy dxdy dx dy2
~

dyn
1°. Пусть w(x, у) — решение рассматриваемого уравнения. Тогда функция

wi(x, у) = C?-2w(x, Ciy + ifi(x)) + C2,

где C\, C2 — произвольные постоянные, (р(х) — произвольная функция, также будет решением
этого уравнения.

2°. Вырожденное решение:
п-1

w(x,y) = ^2Ck[y + >p(x)]k,
fc=0

где (р(х) — произвольная функция, Ск — произвольные постоянные.

3°. Точное решение:

w{x, у) = ip{x)eXy - A" I f{x) dx + С,

где ipix) — произвольная функция, С, А — произвольные постоянные.

4°. Точное решение:

™(х, у) = ip(y) / fix) dx + xj)(y),

где функции ip = ipiy) и ф = фiy) описываются системой обыкновенных дифференциальных
уравнений

(f'yf ~4>4>уу
= Vyn\

I.I til 1 (n)
ФуФу ~ фФуу = Щ ¦

5°. Точное решение:

w(x,y) = 4>{x)U(z), z = фix)y
где функции ip — ipix), ф = фix), U = [/(г) описываются системой обыкновенных дифферен-
дифференциальных уравнений

V* = С21(х)фп-\
Ci(U'zJ-C2UU'Jz=Uin).

8w 82w 8w 82w ,.
. 82nw

,
, .

Частный случай уравнения 11.4.1.4.

Точное решение:

w(x,y) = ф)еХу - зз^ф" [/ 9{х) dx + d] еГх* - Л2" J f(x) dx

где f(x) —произвольная функция, С\, С2, А — произвольные постоянные.
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4.
вги д2ги

~~ву~ дхду
~

вх ду2
~

'

V' "'

ду
'' '' '

ду"

„/ дги dnw \
= F\x,w, ,. .. ,

— 1.
\ ду вуп )

1°. Пусть w(x, у) —решение рассматриваемого уравнения. Тогда функция

¦wi(x,y) =w(x,y + (p(x)),

где (р(х) — произвольная функция, также будет решением этого уравнения.

2°. Пусть правая часть уравнения не зависит явно от х. Точное решение:

w = w{z), z = у + ip(x),

где <р{х) — произвольная функция, а функция w(z) описывается автономным обыкновенным

дифференциальным уравнением F(w, w'z,..., wz ) = 0.

3°. Пусть правая часть уравнения не зависит явно от ж и го. Точное решение:

w -Cx + g(z), z = y + ip(x),

где ip(x) — произвольная функция, С
—

произвольная постоянная, а функция g(z) описывается

автономным обыкновенным дифференциальным уравнением F(g'z,..., gzn ) + Cg"z = 0.

4°. Преобразование Мизеса

f = x, r] = w, u{?,ri) =-??-, где w = w(x,y),

на единицу понижает порядок рассматриваемого уравнения. Формулы для вычисления произ-

производных:

dw d2w ди dw d2w dw d2w
_

ди d3w д ( дид ( ди \ д
= и—\и— ,

——и-

дп V дп )' дуду
'

ду2 дц
'

ду дхду дх ду2 д?
'

ду3 дт)\ дт))' ду дг)
'

11.4.2. Уравнения общего вида, содержащие —— и ——

ох &у

f( x 8w i enw l dw l emw \
_

VX> w вх
'" ¦ ¦

'

w dxn
'
w ~d~y~'"

'' ~w dym )
~

Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

w(x,y) = AeXvtp(x),
где Л, Л — произвольные постоянные, а функция <р{х) описывается обыкновенным дифферен-
дифференциальным уравнением n-го порядка

F( X 1 82mw \
_

''
'' ' ~^7 8у2т )

~~

'

w дх
'' '

''

w дхп
' ~w 8у2

''
'' ' ~^7 8у2

1°. Точные решения в виде произведения функций разных аргументов:

w(x,y) = AeXyip(x),
w(x,y) = [Ach(Xy) + Bsh(Xy)]ip(x),

где Af В, Л— произвольные постоянные, а функция ip(x) описывается обыкновенным диффе-

дифференциальным уравнением n-го порядка

р(х,?>;м...1^)мл2,...,л2т) = о.

2°. Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

w(x,y) = [Acos(Xy) + Bsm(\y)]ip(x),
где А, В, Л— произвольные постоянные, а функция <р(х) описывается обыкновенным диффе-
дифференциальным уравнением n-го порядка

F(x, <p'x/<p,..., dn)/v, -А2, •.
•, (-1ГА2 )= 0.
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Точное решение в виде суммы функций разных аргументов:

w(x,y) = (р{х) + ф(у).
Здесь функции (р(х) и ф(у) описываются обыкновенными дифференциальными уравнениями

где С— произвольная постоянная.

1 8и 1 впги \ к ( 1 8ш 1 d

Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

w{x,y) = ip(x)i>(y).
Здесь функции <р(х) и ф(у) описываются обыкновенными дифференциальными уравнениями

где С — произвольная постоянная.

5. Filx, ,.... ) + е F2( у, , ....
¦ = 0.

V
'
дх

' '

дхп I Vs" ду
' '

ду™ )

Точное решение в виде суммы функций разных аргументов:

w(x,y) =1р(х) + ф(у).
Здесь функции <р(х) и ф{у) описываются обыкновенными дифференциальными уравнениями

где С — произвольная постоянная.

, _ / 1 dw \ dnw \ . „ / 1 dw 1 dmw \6. Fi (х, ,..., + F-i I v, , • • •,
= fc In го.

4 '
w dx

' '
w dx" ) ^ Vy' w 8y

' '
w ©у"* )

Точное решение в виде произведения функций разных аргументов:

w(x,y) = <р(х)ф(у).
Здесь функции у(ж) и ф{у) описываются обыкновенными дифференциальными уравнениями

F2{у,Ф'у/ф,-..,4т)/Ф)
где С— произвольная постоянная.

_ _/
,

. dw 8nw dw 8mw\ n
7. Flax -\- by, w, ,..., , ,...,

— I = 0.
V dx 9xn dy 8ym /

Точное решение:

w = ш(?), | = ax + by,
где функция ш(^) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

8
\

у
дх вхп ду ду

Точное решение:
Cx, ?-ax+by,

где С — произвольная постоянная, а функция (/?(?) описывается обыкновенным дифференци-
дифференциальным уравнением

p's + С, aV«, • • • .«ЧП\ Ъ^,... ,Ьт^п)) = 0.
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9. [ахх + biy + f{w)] -^~- + [а2х + Ь2у + g(w)] -^~-
=

_

/ 8w dmw dw dkw \

Точные решения ищем в виде

u> = w{0, С = Ах + By,

где постоянные А и В определяются путем решения алгебраической системы уравнений

Anai+Bna2 = A, Anbi+Bnb2=B.

Искомая функция w(?) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

[Z + Anf{w) + Bng{w)]wf) =Ф(ш, Aw'o...,Amwi™\ Bw'b ..., Bkw\k)).
Замечание. Отметим, что т к к могут быть больше п.

Точные решения ищем в виде

w = ш(Й, f = Ах + By,

где постоянные А и В определяются путем решения алгебраической системы уравнений

An+mai + Bn+ma2 = A, An+mh + Вп+тЪ2 = В.

Искомая функция ш(?) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением тп-го

порядка

[е + An+mf(w) + Bn+m9(w)]w^m) = с0 + ae +... + cn-iC~\
где Со, С\, ¦ ¦

¦, Cn-i —произвольные постоянные.



Приложения

А. Методы обобщенного и функционального
разделения переменных*
А.1. Введение

А.1.1. Предварительные замечания

Метод разделения переменных является самым распространенным методом решения линейных

уравнений математической физики. Для уравнений с двумя независимыми переменными х и t

и искомой функцией w этот метод базируется на поиске точных решений в виде произведения

функций разных аргументов

t»(i,*) = p(i)#). A)

Интегрирование отдельных классов нелинейных уравнений с частными производными первого

порядка основано на поиске точных решений в виде суммы функций разных аргументов

[см., например, Э. Камке A966), D. Zwillinger A989), А. П. Маркеев A990), A. D. Polyanin,
V. F. Zaitsev, A. Moussiaux B002)]:

B)

Некоторые нелинейные уравнения математической физики второго и более высоких поряд-

порядков также имеют точные решения вида A) или B). Подобные решения будем называть решени-

решениями с обычным разделением переменных.

В последнее десятилетие большое внимание уделялось поиску точных решений, имеющих

более сложную структуру. В частности, в работах В. А. Галактионова, С. А. Посашкова A989) и

В. А. Галактионова, С. А. Посашкова, С. Р. Свирщевского A995) были описаны некоторые типы

параболических и гиперболических уравнений с квадратичной нелинейностью, допускающие
точные решения с обобщенным разделением переменных вида

«)(х,0 = «р(а;Ж*) + х(*), C)

и решения, соответствующие перестановке независимых переменных х f^ t в правой части C).
В частном случае xW = 0 решение C) переходит в решение A), а в случае ф(г) = 1 —

в решение B). В работах С. С. Титова A988), В. А. Галактионова, С. А. Посашкова A994),

V. A. Galaktionov A995), S. R. Svirshchevskii A995) приведены точные решения с обобщенным

разделением переменных, содержащие большее число слагаемых, чем в C). Результаты В. А. Га-

Галактионова, С. А. Посашкова A994), V. A. Galaktionov A995) основаны на отыскании конеч-

конечномерных подпространств, инвариантных относительно соответствующих нелинейных диффе-
дифференциальных операторов.

В работах А. М. Grundland, E. Infeld A992), J. Miller (Jr.), L. A. Rubel A993), R. Z. Zhdanov

A994), В. К. Андреев, О. В. Капцов, В. В. Пухначев, А. А. Родионов A994) описаны все

нелинейные уравнения теории волн и теории теплопроводности вида dttw T dXxW = f(w),
которые допускают точные решения с функциональным разделением переменных вида

w(x,t) = F{z), где z = <р{х) + ip(t). D)

В работе P. W. Doyle, P. J. Vassiliou A998) рассматривались одномерные нестационарные

уравнения теплопроводности dtw = dx[f(w)dxw], которые допускают решения вида D).

Разд. А.1-А.З написаны совместно с А. И. Журовым.
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В работах В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина A996), А. Д. Полянина, А. И. Журова A998),

А. Д. Полянина, А. В. Вязьмина, А. И. Журова, Д. А. Казенина A998) A. D. Polyanin, A. I. Zhurov,

А. V. Vyazmin B000), А. Д. Полянина B001 а, с, d), описано много нелинейных уравнений ма-

математической физики разных типов и разных порядков, которые допускают решения с обоб-

обобщенным и функциональным разделением переменных (особое внимание уделялось уравнениям

общего вида, зависящим от произвольных функций).
В данном приложении описаны новые прямые методы построения точных решений не-

нелинейных уравнений математической физики и механики с обобщенным и функциональным
разделением переменных, основанные на исследовании соответствующих функциональных и

функционально-дифференциальных уравнений (которые содержат неизвестные функции раз-
разных переменных). Даны примеры применения этих методов к уравнениям теории тепло- и

массопереноса, теории волн и гидродинамики, а также к уравнениям математической физики

общего вида.

Замечание. Точные решения с обобщенным и функциональным разделением переменных
обычно не могут быть получены методами (классического) группового анализа.

А.1.2. Простейшие случаи разделения переменных в нелинейных
уравнениях

В отдельных случаях разделение переменных в нелинейных уравнениях проводится по той

же схеме, что и в линейных уравнениях. Точное решение ищется в виде произведения или

суммы функций разных аргументов. Подставив A) или B) в рассматриваемое уравнение и делая

элементарные алгебраические операции, приходят к равенству двух выражений (для уравнений
с двумя переменными), зависящих от разных аргументов. Такая ситуация возможна только в

том случае, когда каждое из указанных выражений равно одной и той же постоянной величине.

В результате получают обыкновенные дифференциальные уравнения для искомых величин.

Проиллюстрируем сказанное на конкретных примерах.

Пример 1. Уравнение теплопроводности со степенной нелинейностью

dw д /
f.
dw

dt дх V дх

имеет точное решение в виде произведения функций разных аргументов. Подставив A) в уравнение E),

приходим к выражению

Разделяя переменные путем деления обеих частей на ффк+1, получим

Левая часть этого равенства зависит только от переменной t, а правая
— только от х. Это возможно только

при выполнении условий

где С — произвольная постоянная. Решив обыкновенные дифференциальные уравнения F), получим

решение уравнения E) вида A),

Процедура построения решения с разделяющимися переменными вида A) нелинейного уравнения

E) полностью аналогична процедуре, используемой для решения линейных уравнений [в частности,
для уравнения E) при к = 0]. Случаи решений с подобным разделением переменных будем называть

простейшими.

Пример 2. Волновое уравнение с экспоненциальной нелинейностью

дх) {п

имеет точное решение в виде суммы функций разных аргументов. Подставим выражение B) в уравне-

уравнение G). После деления обеих частей на ел* приходим к равенству
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левая часть которого зависит только от переменной t, а правая
— только от х. Это возможно только при

выполнении условий

e-xH'lt = C, a(exVJi=C, (8)
где С — произвольная постоянная. Решив обыкновенные дифференциальные уравнения (8), получим

решение уравнения G) вида B).

Пример 3. Уравнение теплопроводности в анизотропной среде с источником логарифмического типа

(9)

имеет точное решение в виде произведения функций разных аргументов

w - фШу). (Ю)

Подставим выражение A0) в уравнение (9). После деления на <pip и перенесения отдельных слагаемых в

разные части полученного равенства, получим

Mf(xWJx - olnV =
-j

Левая часть этого выражения зависит только от переменной х, а правая
— только от у. Приравнивая их

постоянной величине, можно получить обыкновенные дифференциальные уравнения для функций <р(х) и

)

© Литература к разд. А.1.2: Л. В. Овсянников A959), В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин A996).

А.1.3. Примеры нетривиального разделения переменных в нелинейных
уравнениях

Во многих случаях разделение переменных в нелинейных уравнениях происходит иначе, чем в

линейных уравнениях. Проиллюстрируем сказанное на конкретных примерах.

Пример 4. Рассмотрим уравнение с кубической нелинейностью

dw
„

где f(t) — произвольная функция. Ищем точные решения в виде произведения функций разных аргумен-
аргументов. Подставим A) в A1) и поделим обе части полученного равенства на f(t)<p{x)ip(t). В результате имеем

В общем случае данное выражение нельзя представить в виде суммы функций разных аргументов. Это
однако не означает, что уравнение A1) не имеет решений вида A).

1°. Прямой проверкой можно убедится, что функционально-дифференциальное уравнение A2) при а > О

имеет решение

'/(*)*]. A3)

где С— произвольная постоянная. Решение A3) для ip обращает в нуль выражение в квадратных скобках

в A2), что позволяет разделить переменные.

2°. Имеется более общее решение функционально-дифференциального уравнения A2) при а > 0:

<р(х) = С1 exp(i\/a) + С2ехр(-1\/а),

\ F = ajf(t)dt,
где С1; С2, С3 — произвольные постоянные. Функция ip = <p(x) такова, что обе комбинации величин в

уравнении A2), которые зависят от х, одновременно будут равны некоторым постоянным:

ф'хх/ф = const, [<р'х) —

о,<Р — const.

Это обстоятельство и позволяет разделить переменные.

Отметим, что функция V = ip(t) удовлетворяет уравнению Бернулли ip't — af(t)ip — 4aC1C2V'3-
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3°. Имеется другое решение функционально-дифференциального уравнения A2) при а < 0:

<р(х) = Сх sin(x\/—а) + С2cos(x\/—а),

+ C22) f e2F dt\ , F = a f f(t)dt,

где Clt C2, C3 — произвольные постоянные. Функция tp = ip(x) такова, что обе комбинации величин в

уравнении A2), зависящие от х, будут равны константам. Отметим, что функция ф = ip(t) описывается

уравнением Бернулли ф[ = af(t)ip — а(С2 + С2)ф3.

Пример 5. Рассмотрим уравнение третьего порядка с квадратичной нелинейностью

dw d2w dwd2w_ dhv d3w

Будем искать точные решения уравнения A4) с разделяющимися переменными в виде суммы функций
разных аргументов

w = f(x) + g(y). A5)
Подставив A5) в A4), имеем

9'vfZx+*fx9n = bf'?x + cg™y. A6)
Данное выражение нельзя представить в виде суммы двух функций разных аргументов.

Нетрудно догадаться, что функционально-дифференциальному уравнению A6) можно удовлетворить:

если д'у = С1 =>• д(у) = Сху + С2, f(x) = С3ехр(С1х/Ь) + С4х (первый случай),
если f'x = С1 => /(х) = Сгх + С2, д(у) = С3 ехр(аС1у/с) + С4у (второй случай),

где Cj, C2, С3, С4 —произвольные постоянные. В указанных случаях два члена из четырех в A6)

обращаются в нуль, что позволяет разделить переменные.

Уравнение A4) имеет также более сложное точное решение вида A5):

w = С1е-аХх + —х + С2еХу - аЬХу + С3,

где Сх, С2, С3, А — произвольные постоянные. Механизм разделения здесь иной: оба нелинейных члена

в левой части A6) содержат одинаковые по величине, но разные по знаку слагаемые, которые нельзя

представить в виде суммы функций разных аргументов. При сложении нелинейных членов указанные

слагаемые сокращаются, что в итоге и приводит к разделению переменных:

9'yf'xx = С1

jag%v = -С,6(аА)ае—х» + С %у

Пример 6. Рассмотрим уравнение второго порядка с кубической нелинейностью

Ищем точное решение уравнения A7) с разделяющимися переменными в виде произведения функций
разных аргументов

w = f(x)g(y). A8)
Подставив A8) в A7), получим соотношение

A + /V)(fl/i'x + f9yy) - 2fg\g\fxJ + f{gyJ] = afg(l - /V), A9)
которое нельзя представить в виде суммы двух функций разных аргументов. Тем не менее уравнение

A7) имеет решения вида A8). Прямой проверкой можно убедиться, что функции / = /(х) ир = д{у),
удовлетворяющие нелинейным обыкновенным дифференциальным уравнениям

(f'xJ=Af4+Bf2+C,

где А, В, С— произвольные постоянные, обращают функционально-дифференциальное уравнение A9) в

тождество [надо использовать следствия уравнений B0): f'x'x = 2Af3 + Bf, д'у'у — 2Сд3 + (а — В)д].
Замечание. Уравнение A7) заменой и = 4 arctg w сводится к нелинейному уравнению теплопровод-

теплопроводности с источником синусоидального вида Аи = a sin и.

Рассмотренные примеры иллюстрируют некоторые особенности решений с разделяющими-

разделяющимися переменными. В разд. А.2 и А.З будут описаны достаточно общие методы построения таких

и более сложных решений нелинейных уравнений с частными производными.
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А.2. Методы обобщенного разделения переменных

А.2.1. Структура решений с обобщенным разделением переменных

А.2.1-1. Общий вид решений. Рассматриваемые классы нелинейных уравнений.

Для простоты изложения ограничимся здесь описанием случая уравнений математической фи-
физики с двумя независимыми переменными х, у и зависимой переменной w (одна из независимых

переменных может играть роль времени).
Линейные уравнения математической физики с разделяющимися переменными допускают

точные решения в виде сумм

w(x,y) = <pi{x)ipi{y) + <р2(х)ф2(у) + ¦¦¦ + <Рп(х)ф„(у), A)
где ил = ipi(x)rpi(y) —соответствующие частные решения. При этом функции <pi{x) [и функции
Фг{у)] при разных значениях i не связаны друг с другом.

Многие нелинейные уравнения с частными производными с квадратичными и степенными

нелинейностями вида

Mx)gi(y)Ui[w] + fa(x)g2(y)U2[w] + ¦¦¦ + fm(x)gm(y)Um[w] = 0, B)

где Ui[w] —дифференциальные формы, представляющие собой произведения целых неотрица-

неотрицательных степеней функции ги и ее частных производных dxw, dvw, dxxw, dxyw, dvvw, дхххч>,
..., также имеют точные решения вида A). Такие решения будем называть решениями с обоб-

обобщенным разделением переменных. Для нелинейных уравнений, в отличие от линейных, функ-
функции y>i(x) при различных значениях г обычно связаны друг с другом [и с функциями ф](у)].
Примеры точных решений нелинейных уравнений вида A) для наиболее простых случаев тг = 1

и п = 2 (при фг = ц>2 — 1) рассмотрены в разд. А. 1.2 и А. 1.3.

Замечание. Если в уравнении B) все fs(x)= const, gs(у) = const, то можно искать решения
более общего вида

m=l

где oi, a,2, 6i, bi — постоянные.

А.2.1-2. Общий вид функционально-дифференциальных уравнений.

В общем случае после подстановки выражения A) в дифференциальное уравнение B) для

определения функций <pi(x) и ф{(у) получим функционально-дифференциальное уравнение

Ф1(Х)Ф1(У) + Ф2(Х)Ф2(У) + ¦• • + Фк(Х)Ук(У) = 0, C)

где функционалы Ф](Х) и Vj{Y) зависят соответственно от переменных х и у:

Здесь, для наглядности, формулы выписаны для случая уравнения второго порядка B); для

уравнений старших порядков в правые части формул D) войдут соответствующие старшие

производные функций ipi и ф^.
Далее в разд. А.2.2, А.2.3 будет описано два различных метода решения функционально-

дифференциальных уравнений вида C), D).
Замечание. В отличие от обыкновенных дифференциальных уравнений в уравнение

C)-{4) входят несколько функций (и их производных), зависящих от разных аргументов.

А.2.2. Решение функционально-дифференциальных уравнений методом

дифференцирования

| А.2.2-1. Описание метода дифференцирования. |
Процедура решения функционально-дифференциальных уравнений состоит из трех последова-

последовательных этапов.
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1°. Предположим, что Ф^ Ф 0. Поделим уравнение C) на Фь и продифференцируем по у.

В результате получим уравнение такого же вида, но с меньшим числом членов:

§y) + Ф2(Х)Ф2(У) + • • • + #fc_i(A-)*fc_i(Y) = 0,

Продолжим аналогичную процедуру... В итоге приходим к двучленному уравнению с

разделяющимися переменными

Ф1(Х)Ф1(У)+Ф2(Х)Ф2(У) = 0. E)

Теперь надо рассмотреть две ситуации.

Невырожденный случай: |?i(X)| + |Ф2(А')| ф. 0, | $i(y)| + |Фг(У)| ^ 0. Тогда решения

уравнения E) определяются из обыкновенных дифференциальных уравнений:

$i(X) +СФ2(Х) = 0, С$1(У) - Ф2(У) = 0,

где С
—

произвольная постоянная. Предельному случаю С = оо соответствуют уравнения

ф2 = 0, $1 = 0.

Два вырожденных случая:

$i(X) = 0, Ф2(Х) = 0 ==> $1,2(У)— любые;
$i(y) = 0, Ф2(У) = 0 ==> $i,2(X) —любые.

2°. Полученные решения двучленного уравнения E) надо подставить в исходное функци-
функционально-дифференциальное уравнение C), чтобы убрать «лишние» постоянные интегрирования

[они появляются из-за того, что уравнение E) получено из C) путем дифференцирования].

3е. Случай Ф)ь = 0 надо рассмотреть отдельно (поскольку уравнение на первом этапе делилось

на Фь). Аналогично следует исследовать все другие случаи тождественного обращения в

нуль функционалов, на которые делились промежуточные функционально-дифференциальные
уравнения.

Замечание 1. Функционально-дифференциальное уравнение C) может не иметь решений.

Замечание 2. На каждом этапе число членов рассматриваемого функционально-диффе-
функционально-дифференциального уравнения можно понижать путем дифференцирования как по переменной у, так

и по переменной х. На первом этапе, например, можно предположить, что Фь ^ 0. Поделив

уравнение C) на Ф^ и продифференцировав по х, получим уравнение такого же вида, но с

меньшим числом членов.

А.2.2-2. Примеры построения решений с обобщенным разделением переменных.

Ниже даны конкретные примеры использования описанного метода для построения точных

решений нелинейных уравнений с обобщенным разделением переменных.

Пример 1. Рассмотрим нелинейное уравнение n-го порядка

dw d2w dw d2w
_

8nw

~^~
~

~Ъ~х~ ду2
~ f{-x'

дуп
' ('

где /(х) — произвольная функция. В частном случае п = 3, f(x) = const оно совпадает с уравнением

стационарного пограничного слоя на плоской пластине для функции тока.

Ищем точное решение уравнения F) с обобщенным разделением переменных вида

ui(x,y) = (р{х)ф(у) + х{х), G)
Подставив G) в F) и сократив на (р, получим функционально-дифференциальное уравнение

V'XWV? - ФФуу] - X'xt'y'y = /(х)фуП). (8)

Поделим обе части (8) на / = /(х), затем продифференцируем по х. В результате имеем

Ш/УЛЮ' - М'у] - ММЩ, = о- (9)

Невырожденный случай. Разделяя в (9) переменные, получим
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Интегрируя, приходим к следующим выражениям:

1%) = С4еА»-Сг> ф) —любая, х(х) = Схф) + С2 J f(x)dx + С3, A0)

где Сх, С2, С3, С4, А — постоянные интегрирования. Поставив A0) в (8), находим связь мевду

константами С2 = —Ап~2. Учитывая сказанное и формулы G) и A0), в итоге имеем решение уравнения

F) вида G):

w{x, у) = ф)еХу - А" Г /(х) dx + С,

где ifi(x) — произвольная функция, С, А— произвольные постоянные (С = С3, С4 = 1).
Вырожденный случай. Из уравнения (9) имеем

(v'Jf)'x=0, (xi//)'x=0, ф(у) -любая. (И)

Интегрируя дважды первые два уравнения A1), получим

J 4, A2)

где Cj, С2, С3, С4 — произвольные постоянные.

Подставив выражение G) с учетом A2) в уравнение (8), приходим к обыкновенному дифференциаль-
дифференциальному уравнению для определения функции ф = ()

СЛФ'уJ - (С,гр + С3Х„ = Vin)- A3)

Формулы G), A2) и уравнение A3) описывают точное решение уравнения F).

Пример 2. Двумерные стационарные уравнения вязкой несжимаемой жидкости сводятся к одному

нелинейному уравнению четвертого порядка для функции тока (Л. Г. Лойцянский, 1973):

dw д dw д
, ^

.
л. л

d2w d2w ....

(Дш) Дш = 1/ДДш, Aw = — Н г-. A4)
ду дхК '

дх дуК
' '

Эх2 сЭу2
V '

Будем искать точные решения уравнения A4) с разделяющимися переменными вида

w = tp(x) + ip{y). A5)

Подставив A5) в A4), имеем

«'** - 4>Wyy = V,'i'M + 4'i',,. A6)

Продифференцируем обе части A6) по х и у. В результате получим

= о.

Невырожденный случай. При (p'J.x ^ 0 и 1/)^'у ^ 0 разделяя в A7) переменные, приходим к линейным

обыкновенным дифференциальным уравнениям с постоянными коэффициентами

v'?,. = CvZx, A8)
<ууу = СЩу, A9)

которые имеют решения различного вида в зависимости от величины константы интегрнрования С.

1°. Решение уравнений A8), A9) при С — 0:

ф) = Ах + А2х + А3х2 + Л4х3,
V(y) = Вх + В2у + В3у2 + В4у3,

где Ак, Вк —произвольные постоянные (к — 1,2,3,4). Подставив B0) в A6), находим значения

постоянных

Л4 = В4 = 0, Ап,Вп— любые (п = 1,2,3);
Ак = 0, Sj,— любые (А; = 1,2,3,4);
Bfc=0, Afc— любые (Л = 1,2,3,4).

Первые два набора постоянных определяют два известных полиномиальных решения уравнения A4)
второй и третьей степени относительно независимых переменных (Л. Г. Лойцянский, 1973):

w = Схх2 + С2х + С3у2 + С4у + С5,
w = С1У3 + С2у2 + С3у + С4,

где Сг, С2, С3,С4, Cs —произвольные постоянные.

25 А. Д. Полянин, В. Ф. Зайцев
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2°. Решение уравнений A8), A9) при С = А2 > 0:

1р(х) = А1 + А2х + АъеХх+А4е-Хх
ф(у) = В1 + В2у + В3еА" + В4е~ у.

Подставим B1) в A6). После сокращения на А3 и приведения подобных членов, получим

A3{vX
- В2)еХх + A4(vX + В2)е~Хх + В3(иХ + А2)еХу + В4(иХ - А2)е~Ху = 0.

Приравнивая коэффициенты при экспонентах нулю, находим значения постоянных:

А3 = А4 — В3 = 0, А2 — иХ случай 1,

А3 = В3 = 0, А2 = vX, B2 = —i/Х случай 2,

А3 — В4 = 0, А2 = —1/А, В2
— —иХ случай 3.

(Остальные постоянные могут прннимать произвольные значения.) Указанные наборы постоянных опре-

определяют три решения уравнения A4) вида A5):

w = С^е~Ху + С2у + С3 +i/Ax,

w = Сге~Хх + иХх + С2е~Ху - vXy + С3,

¦ш = С1е~Лх - vXx + С2еХу - vXy + С3,

где C1,Ci,C3, A —произвольные постоянные.

3°. Решение уравнений A8), A9) при С = -А2 < 0:

4>(х) = Ах + А2х + Л3 cos(Ai) + A4sin(Ai),
ф(у) = Bj + В2у + В3 cos(Xy) + B4 sin(Xy).

Подстановка выражений B2) в A6) не дает новых действительных решений.

Вырожденные случаи. В случаях (р"х = 0 и ф^у = 0 уравнение A7) обращается в тождество со-

соответственно для любой функции ф = Ф(у) и любой функции (р
— ip(x). Эти случаи надо рассматри-

рассматривать отдельно. Например, при ip'xx = 0 имеем ip(x) — Ах + В, где А, В — любые. Подставив эту

функцию в A6), приходим к уравнению
—Аф'у"уу = ^Фуууу Его общее решение описывается формулой

ф(у) = Сх ехр(—Ay/v) + С2у2 + С3у + С4. В итоге имеем еще одно решение уравнения A4) вида A5):

w = Схе~Ху + С2у2 + С3у + С4 + vXx (A = i/A, В
- 0),

которое с помощью фуппового анализа было получено В. В. Пухначевым A960).

Пример 3. Рассмотрим нелинейное уравнение второго порядка параболического типа

dw d2w
,
i д

dt дх2 V д

Ищем точные решения уравнения B3) с разделяющимися переменными вида

w = ip(t) + ф{1H{х). B4)
Подставив B4) в B3), после элементарных преобразований имеем

Ч>\ - с + ф[0 = ач>фОх'х + ф2{аО0'хх + Ь(в'хJ]. B5)
Поделим обе части этого выражения на ф2, а затем продифференцируем по t и х. В результате получим

Разделяя переменные, приходим к обыкновенным дифференциальным уравнениям (К — произвольная

постоянная)

Kxx=Kefx> B6)
{ф[1ф2)[ = аК(<р/ф)[. B7)

Общее решение уравнения B6) дается формулами

1!Х2 + А2х + А3 при К = 0,

Vх* + А2е~Хх +А3 при К = А2 > 0, B8)

lx sin(Ax) + A2 cos(Ax) + А3 при К = —А2 < 0,

где Aj, А2, А3—произвольные постоянные. Инте1рируя уравнение B7), находим {В — произвольная

постоянная):
ту

tp(t)—любая, ф = при К —

0,

фШ—любая, ф = Вф -\ —

при КфО.
аК ф

Подставив решения B8) и B9) в B5), можно «убрать» лишние константы и определить функции ip и ф.
В итоге получим:
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1°. Решение при а ф —Ь, а ф —26:

где CltC2, C3 — произвольные постоянные.

2°. Решение при b = —а:

w = -^~ + ф(А1еХх + А2е~Хх) (соответствует К = А2 > 0),

где функция -ф — ^(i) определяется из автономного обыкновенного дифференциального уравнения

Z't't = ас\2 + 4a2X4A1A2e2Z, ф = ez,

решение которого можно представить в неявной форме. В частных случаях Aj = 0 или Л2 = 0 имеем

ф = Сх exp(^acA2t2 + C2t).
3°. Решение при b — —а:

1 ф'
w = + ^[^i sin(Ai) + A2 cos(Ai)] (соответствует К — —А2 < 0).

где функция ip = ip{t) определяется из автономного обыкновенного дифференциального уравнения

Z't't = -асА2 + а2А4(Л? + A22)e2Z, ф = ez,

решение которого можно представить в неявной форме.

Замечание. Структуру решений уравнения B3) другим методом описал V. A. Galaktionov A995).

® Литература к разд. АЛЛ: A. D. Polyanin B001), А. Д. Полянин, А. И. Журов B002).

А.2.3. Решение функционально-дифференциальных уравнений методом
расщепления

А.2.3-1. Предварительные замечания. Описание метода расщепления.

При уменьшении числа членов функционально-дифференциального уравнения C) с помощью

дифференцирования возникают «лишние» постоянные интегрирования, которые надо убирать
на заключительном этапе. Кроме того, порядок полученного уравнения может быть выше поряд-

порядка исходного. Чтобы избежать этих трудностей решение функционально-дифференциального
уравнения удобно свести к последовательному решению линейного функционального уравне-
уравнения стандартного вида и решению системы обыкновенных дифференциальных уравнений (т. е.

исходная задача расщепляется на две более простых задачи). Ниже дано краткое описание

основных этапов этого метода.

Случай четного числа слагаемых в уравнении C), к = 2s.

1°. На первом этапе рассмотрим уравнение C) как билинейное функциональное уравнение,

зависящее от двух переменных X и У, где Ф{(Х), ФДУ) — искомые величины.

Можно показать (используя индукцию и метод дифференцирования или путем непосред-

непосредственной проверки), что билинейное функциональное уравнение C) имеет решение:

4?i(X) = Cn*,+i{X) + Ci24?s+2p0 + ¦ • • + О.Фг.(Х) (« = 1,2,..., s),

Ф8-м(У) = -СнФ1(У)-С2^2(У) CsiVs(Y) (i = l,2,...,s),

которое содержит s2 произвольных постоянных C,j. Функции 4?s+i(.Y), ..., Ф25(Х), 4>i{Y),
..., Ф5(У), стоящие в правых частях равенств C0) задаются произвольно. Существуют также

вырожденные решения, зависящие от меньшего числа постоянных (см. разд. А.2.3-2, п. 2°).

2°. На втором этапе подставим в решение C0) зависимости Ф;(Х) и Ф^(У) из D). В результате

получим систему (обычно переопределенную) обыкновенных дифференциальных уравнений
для определения искомых функций <рр{х) и фч(у).

Случай нечетного числа слагаемых в уравнении C), к = 2s — 1.

25*
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1°. Функциональное уравнение C) в случае нечетного числа слагаемых к = 2s — 1 имеет два

различных решения, зависящих от s(s — 1) произвольных постоянных. Первое из них можно

получить из формул C0), положив 4?2S = 0 и отбросив последнее выражение для Фг.ч. Второе
решение можно получить из первого с помощью переобозначений Ф*(Х) ^ Ф;(К).

2°. Дальнейший анализ проводится для каждого из решений по той же схеме, что и для случая

четного числа слагаемых в уравнении C).

Замечание. Важно подчеркнуть, что используемое в методе расщепления билинейное

функциональное уравнение C) при фиксированном к является одним и тем же для разных
классов исходных нелинейных уравнений математической физики.

А.2.3-2. Решения простейших функциональных уравнений и их применение.

Приведем решения двух простейших функциональных уравнений вида C), которые понадобятся

далее для решения конкретных нелинейных уравнений с частными производными.

1°. Функциональное уравнение

Ф1Ф1 + Ф2Фг + ФзФз = 0 C1)

где все Ф; — функции одного и того же аргумента, а все Ф; — функции другого аргумента,
имеет два решения:

Ф1=Л1Ф3) Ф2=А2Ф3; Фз = -Л1Ф1 - А2Ф2,

*l=^!*3, Ф2=Л2Фз, Фз = -А1Ф1 АФ

где А\, Ai — произвольные постоянные. Функции в правых частях равенств C2) считаются

произвольными.

2°. Функциональное уравнение

Ф1Ф1 + Ф2Ф2 + Ф3Ф3 + $4*4 = 0, C3)

где все Ф{ — функции одного и того же аргумента, а все Ф{ — функции другого аргумента,

имеет решение

Ф1 = А1Ф3 + Л2Ф4, Фг = АъФз + А4Ф4,

Ф = ЛФАФ
( )

зависящее от четырех произвольных постоянных Ат [см. решение C0) при s = 2, Си = Ai,

С12 = А2, С21 = A3, С22 = Аа\- Функции в правых частях равенств C4) считаются

произвольными.

Уравнение C3) имеет также два других решения, зависящих от трех произвольных посто-

постоянных:

Фз=АзФ4, Ф4 = -

Ф1=Л1Ф4, Ф2=Л2Ф4, Фз = А3Ф4, Ф4 = ~А\Ф\ - Л2Ф2 - АФ

Пример 4. Рассмотрим нелинейное уравнение гиперболического типа

где f(t) и g{t) — произвольные функции. Ищем решение этого уравнения с обобщенным разделением

переменных вида

w(x,t) = v(x)ip(t)+x(,t)- C7)

Подставив C7) в C6), после элементарных операций получим

aV2(w'J'x + ^XV'L + (/V> - Фи)ч> + fX + 9- Xtt = 0-

Это уравнение можно представить в виде функционального уравнения C3), где

ф1 = (^;^, ф2 = ^, ф3 = ^, ф4 = 1,
C8)
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Подставив в решение C4) выражения C8), получим переопределенную систему обыкновенных дифферен-
дифференциальных уравнений для определения функций ip = <р(х), ф = ф{г), х = х(*):

А2, 4>'L =

}ф - Фи = -А^аф2 - А3афх, fx + 9
-

Хн = -А2аф2 - ААафх-

Первые два уравнения C9) совместны только при

А1=6В2, А2 = В2 -4В0В2, А3 = 0, А4 = 2В2, D0)

где Во, Blt B2 — произвольные постоянные, и имеют в этом случае решение

0. D1)

Подставив выражения для коэффициентов D0) в два последних уравнения C9), получим систему для

определения функций ip(t) и x(t):

Фи = Ьа,В2ф2 + }{Ь)ф, ,.»\

Х'и = [2аВ2ф + f(t)]X + а{В2 - 4В0В2)ф2 + g(t),

Формулы C7), D1) и система D2) определяют точное решение уравнения C6) с обобщенным

разделением переменных. Первое уравнение D2) решается независимо; оно линейно в случае В2 = 0

и интегрируется в квадратурах при f(t) = const. Второе уравнение D2) линейно относительно \ (при
известном ф).

При ip^O, ф ?0, х^Ои произвольных / и д уравнение C6) не имеет других решений вида C7).
Замечание. Можно показать (V. A. Galaktionov, 1995), что уравнение C6) имеет более общее решение

вида

где функции Vi = V'iW определяются из обыкновенных дифференциальных уравнений (штрихи обозна-

обозначают производные по t)

D4)

ФЧ = [2аф1 + /(t)]V3 + а-Фг + 9(t).

Второе уравнение D4) имеет частное решение тр2 = ф1. Поэтому его общее решение можно записать в

виде (В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин, 2001)

f it
Фг = С\Ф\ + съФ\ \ -ГГ'

J Фх

Частному случаю С2 = 0 отвечает решение, полученное в примере 4.

Пример 5. Рассмотрим нелинейное уравнение третьего порядка

d2w /dw\2 B2w d3w

dxat

которое встречается в гидродинамике (см. уравнение 9.2.3.1, п. 4°).

Ищем точные решения уравнения D5) вида

ш~ф)в{х)+ф{Ь). D6)

Подставив D6) в D5), имеем

Это функционально-дифференциальное уравнение можно свести к функциональному уравнению C3),
положив

2

Подставив эти выражения в C4), получим систему уравнений

<p't = Ax<p2 + A2v<p, <рф = A3V2 + A4vip,

№J-Кх = -АЛ + Аа%х, К'хх=А2в'х-ААв'1х.
Можно показать, что два последних уравнения D8) имеют совместные решения только при линейной

связи между функцией б и ее производной:

в'х=В19 + В2. D9)
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Шесть постоянных Blt В2, Alt А2, А3, А4 должны удовлетворять трем условиям

В1(А1+В2-А3В1) = 0,

В2(А1+В2-А3В1) = 0, E0)

В\ + AiB1 -A2 = 0.

Интегрируя уравнение D9), получим

Bjexp^x) - -|?- при В1 ф 0,
E[)

В2х + В3 при Вх = 0,

где В3
—

произвольная постоянная.

Из первых двух уравнений D8) находим функции <р и ¦ф:

при А2 ф О,
¦ф = А3(р + A^v, E2)

при А2 = О,

где С — произвольная постоянная.

Формулы E1), E2) и соотношения E0) позволяют найти следующие решения уравнения D5) вида D6):

w = —i- + С3 при А2 = В1 =0, В2 = -Лх;
t + С2
С е~^х + 1

г" = \ + v\ при А2 = 0, В1 =-Ait В2 =-А1 - А3А4;
At +

x+Bvfl . ..,, , »v — а .. л

'52=и, Л2- а\при Aj = Л3 = В2 = °. Л2 = Bl

где С1; С2, С3, /3, А— произвольные постоянные (их можно выразить через Ак, Вк).
Исследование второго вырожденного решения C5) функционального уравнения C3) с учетом D7)

приводит к двум решениям дифференциального уравнения D5):
X

W =

где ip(t) и V>(<) —произвольные функции, Сх, А— произвольные постоянные.

0 Литература к разд. А.2.3: A. D. Polyanin B001), А. Д. Полянин, А. И. Журов B002).

А.2.4. Упрощенная схема построения точных решений уравнений с

квадратичной нелинейностью

А.2.4-1. Описание упрощенной схемы построения точных решений.

Для построения точных решений уравнений вида B) с квадратичной или степенной нелиней-

нелинейностью, которые не зависят явно от х (т. е. все fi = const), можно использовать следующий
упрощенный подход. Как и ранее решения ищутся в виде конечных сумм A). Предположим, что

система координатных функций ip\ (x) описывается линейными дифференциальными уравнени-
уравнениями с постоянными коэффициентами. Наиболее распространенные решения таких уравнений
имеют вид

ifii(x)=xl, <pi(x) = eXiX, tpi(x)=sm(atix), ifii{x) = cos(/3ix). E3)

Конечные последовательности этих функций (в различных комбинациях) можно использовать

для поиска точных решений с обобщенным разделением переменных вида A), где Аь оч, E%

рассматриваются как свободные параметры. Вторая система функций </< (у) определяется путем

решения соответствующих нелинейных уравнений, получаемых подстановкой выражения A) в

рассматриваемое уравнение.
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Указанный подход не имеет той общности, которой обладают методы, описанные в

разд. А.2.2 и А.2.3. Однако явное задание одной системы координатных функций <#(ж) резко

упрощает процедуру построения точных решений [при этом отдельные решения вида A) мо-

могут быть потеряны]. Важно отметить, что подавляющее большинство известных к настоящему

времени точных решений (с обобщенным разделением переменных) уравнений с частными

производными с квадратичной нелинейностью, задаются координатными функциями вида E3)

(обычно при п = 2).
Замечание. В работах В. А. Галактионова, С. А. Посашкова A994), V. A. Galaktionov A995)

использовался метод построения точных решений, основанный на отыскании конечномерных

подпространств, инвариантных относительно соответствующих нелинейных дифференциаль-
дифференциальных операторов. При этом система координатных функций по одной из переменных задавалась

априорно, а затем применялся метод неопределенных коэффициентов.

I А.2.4-2. Примеры построения решений нелинейных уравнений старших порядков. |
Рассмотрим конкретные примеры использования упрощенной схемы построения точных реше-
решений с обобщенным разделением переменных нелинейных уравнений старших порядков.

Пример 6. Уравнения ламинарного пограничного слоя на плоской пластине сводятся к одному

нелинейному уравнению третьего порядка для функции тока (Л. Г. Лойцянский 1973, Г. Шлихтинг 1974):

dw d2w dw d2w dw „„

Ify" дхду
~

~dx~ dy2
~ V

dy3
'

Ищем точное решение этого уравнения с обобщенным разделением переменных вида

w(x,y) = хф(у) + в(у), E5)

которое отвечает простейшей последовательности ipx (х) = х, <р2 (х) = 1 при п = 2 в формуле A). Подставив
E5) в E4), после перегруппировки членов имеем

*[(v;J - wi'v - <'уу\ + КЛ - **iv - <;*] = °-

Чтобы удовлетворить этому равенству при любых значениях х надо приравнять нулю оба выражения
в квадратных скобках. В результате получим систему обыкновенных дифференциальных уравнений для

определения функций 1р = ip(y) и в — 9(у):

Эта система имеет, например, точное решение

где Cj.C2.C3, С4 —произвольные постоянные.

О других точных решениях уравнения ламинарного пограничного слоя E4) см. уравнение 9.2.1.1.

Пример 7. Рассмотрим 41елинейное уравнение n-го порядка

dw d2w dw d2w
_

d"w .

ду дхду ox ay oy

где j{x) — произвольная функция. В частном случае п = 3, /(х) = v — const оно совпадает с уравнением

пограничного слоя E4).

Ищем точное решение уравнения E6) с обобщенным разделением переменных вида

которое отвечает последовательности Vi(j/) = еХу, Фг^У) = 1 в формуле A). Подставив E7) в E6), после

элементарных алгебраических действий получим

Этому равенству можно удовлетворить при

0{х) = -А™~2 / f(x)dx + С, <р{х) — произвольная функция, E8)
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где С— произвольная постоянная. (Другой случай tp = 0, ф—любое, малоинтересен.) Формулы E7)—E8)
описывают точное решение уравнения E6):

w(x, у) = ф)ех» - A" J f(x) dx + С, E9)

содержащее произвольную функцию <р(х) и две произвольные постоянные С и А.

Пример 8. Рассмотрим нелинейное уравнение п-го порядка

где f(t) —произвольная функция. В частном случае п = 3 и /(i) = const оно совпадает с уравнением D5).

Ищем точные решения уравнения F0) вида

w = ip(t)eXx + ф(Ь). F1)

Подставив F1) в F0), имеем

Выразим отсюда ф и подставим в F1). В результате получим решение уравнения F0):

где ip(t) — произвольная функция, Л — произвольная постоянная.

0 Литература к разд. А.2.4: A. D. Polyanin B001), А. Д. Полянин, А. И. Журов B002).

А.З. Методы функционального разделения переменных

А.3.1. Структура решений с функциональным разделением переменных

А.З. 1-1. Решения с функциональным разделением переменных.

Нелинейные уравнения, полученные заменой w = F{z) из линейных уравнений математической

физики с разделяющимися переменными для функции z = z(x, у), будут иметь точные решения

вида
п

w(x,y) = F(z), где z- ^ <рт(х)фт(у). A)

Многие нелинейные уравнения с частными производными, которые не сводятся к линей-

линейным, также имеют точные решения вида A). Такие решения будем называть решениями с

функциональным разделением переменных. В общем случае функции ц>т(х), фт(у), F(z) в A)
заранее неизвестны и подлежат определению.

Основная идея: дифференциально-функциональное уравнение, полученное в результате

подстановки выражения A) в рассматриваемое уравнение с частными производными, надо

привести к стандартному билинейному функциональному уравнению C) из разд. А.2.1-2 [или

к дифференциально-функциональному уравнению вида C)-{4) из разд. А.2.1-2].
Замечание 1. При функциональном разделении переменных поиск решений простейше-

простейшего вида w = F(<p(x) + ф{у)) и w — Р{^р{х)ф{у)) приводит к одинаковым результатам, по-

поскольку справедливо представление Р{^р{х)ф{у)) = Fi(ipi(x) + фх{у)), где Fi(z) = F(ez),
V5i(x) = \п<р(х), фх{у) - \пф{у).

Замечание 2. При построении решений с функциональном разделением переменных вида

w = F{tp{x) + ф(у)) считается, что <р ф const и ф ф const.

А.3.1-2. Возможные модификации.

Ниже указаны три более общие модификации решения A), которые можно использовать для

построения точных решений нелинейных уравнений математической физики:
п

w(x,y) = F(z), z = У^ {Рт(^)фт{т1), ? = aiz + агг/, T] = bix + b2y; B)
m=l
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п

w(x,y) = e1(x)F(z) + e2(x), z = ]Г ц>т{х)фт(у); C)
т=1

п

w{x,y) = ei(y)F{z)+e2{y), г=^ч>т{х)фт{у). D)

Решения вида A)-D) содержат в себе как частные случаи все наиболее распространенные

решения: решения типа бегущей волны, автомодельные решения и решения в виде суммы

или произведения двух функций разных аргументов (а также многие инвариантные решения).
В общем случае функции ?>т(?)> Фш(г])' 4>™{х), фт(у), F(z), вт(х), 9т{у) заранее неизвестны

и должны определяться в процессе решения.

Замечание. В работе J. Miller, L. A. Rubel A993) рассматривались точные решения с функ-
функциональным разделением переменных иного вида (для стационарного уравнения теплопровод-
теплопроводности с нелинейным источником). См. также работу P. A. Clarkson, M. D. Kruskal A989), где

описан метод построения обобщенных автомодельных решений.

А.З.2. Решения с функциональным разделением переменных частного

вида

А.З.2-1. Решения со сложным аргументом линейным по одной переменной.

Для упрощения анализа некоторые функции в A) можно задавать априорно, а другие определять
в процессе решения. Такие решения будем называть решениями с функциональным разделением
переменных частного вида.

Ниже указаны наиболее простые решения с функциональным разделением переменных
частного вида (хну можно поменять местами):

w = F(z), z = ф\{у)х + ф2{у) (аргумент z линеен по ж);

w = F(z), z = ф1(у)х2 + ф2{у) (аргумент z квадратичен по х);

w = F(z), z = ф\{у)е
х

+ ф2(у) (аргумент z содержит экспоненциальную функцию х).

В последней формуле вместо еЛх могут стоять также функции ch(ax+b), sh(ax+b), sia(ax+b).
После подстановки любого из указанных выражений в рассматриваемое уравнение на-

надо исключить х с помощью выражения для z. В результате получим функционально-
дифференциальное уравнение с двумя аргументами у и z. Его решение в ряде случаев можно

получить с помощью методов, описанных в разд. А.2.

Замечание. Решение с обобщенным разделением переменных (см. разд. А.2.1) является

решением с функциональным разделением переменных частного вида, соответствующим слу-

случаю F(z) = z.

Рассмотрим примеры нелинейных уравнений, допускающих точные решения с функцио-
функциональным разделением переменных частного вида, когда сложный аргумент z линеен или ква-

квадратичен по одной из независимых переменных.

Пример 1. Рассмотрим нестационарное уравнение теплопроводности с нелинейным источником

dw д2т
,

. ,„

dt дх2

Ищем точные решения уравнения E) с функциональным разделением переменных частного вида

tu = w(z), z = y{t)x + ip{t). F)

Требуется найти функции w(z), <p(t), ф[г) и правую часть уравнения F{w).
Подставив выражение F) в E) и поделив на w'z, имеем

*tX+ H = S **- + ?<&-. G)
w'z w'z

Выразим в F) х через г и подставим его в G). В результате приходим к функционально-дифференциаль-
функционально-дифференциальному уравнению с двумя переменными (иг:
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которое можно рассматривать как функциональное уравнение C3) из разд. А.2, где

i Ф i 4>'t
_ 2 _

1 t
^

t, 2
^

. 3 > 4

*i = l< *2 = г, Ф3 = ^f-, Ф4 = ~^-.

Подставляя эти выражения в формулы C4) из разд. А.2, получим систему обыкновенных дифференциаль-
дифференциальных уравнений

, Ф , -> w't

= -A2-A4z,

где Л1, А2, А3, А4 —произвольные постоянные.

Решение системы (8) имеет вид

= -ф) Uj J v@

= С3 / ехр(— -~-A3z — A^zj dz + С4,

где Cj, С2, С3, С4 — произвольные постоянные. Зависимость Т = T(w) задается двумя последними

выражениями в параметрическом виде (z играет роль параметра).
В частном случае А3 = С4 = 0,А1 = — 1, С3 = 1 правую часть уравнения можно записать в явном виде

f(w) = -w(A4lnw + A2). A0)
Решенне соответствующего уравнения E), A0) с помощью группового анализа получил В. А. Дородницын

A982).

При А3 Ф 0 в (9) правая часть уравнения E) выражается через элементарные функции и функцию

обратную интегралу вероятностей.

Пример 2. Рассмотрим более общее уравнение

содержащее произвольные функции a(t), b(t), c(t). Решения ищем в виде F). В этом случае в системе (8)
изменятся только первые два уравнения, а функции w(z) и ^(w) будут описываться двумя последними

формулами (9).

Пример 3. Нелинейное уравнение теплопроводности

dw

также имеет решения вида F). Искомые величины описываются системой (8), в которойш надо заменить

на [S(iu)iUj]'2. Функции ip(t) и ifi{t) в F) определяются двумя первыми формулами (9). Одна из двух

функций Q(w) или F{w) может быть задана произвольно, а другая находится в процессе решения.

В частном случае ¦F(id) = const можно получить G(w) = Cje2fcw + (C2w + C3)ekw.

Пример 4. Аналогичным образом рассматривается нелинейное уравнение п-го порядка

dw
, ч

дпи>
,

.

где a(t) — произвольная функция. Как и ранее решения ищутся в виде F). В этом случае в системе (8)
величины ifi2 и w'Jz надо соответственно заменить на a(t)(pn и Wz . В частности, при А3 = 0 помимо

уравнения с логарифмической нелинейностью вида A0) получим и другие уравнения.

Пример 5. Для нелинейного уравнения n-го порядка

dw _. . dnw ..

,

dw
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поиск точного решения вида F) приводит к следующей системе уравнений для определения функций <p(t),
t/>(t), w(z), ^(w), Q(w) (одна из двух последних функций может быть задана произвольно):

—ф\ Л ip't = Ахч>п + А2ч>, - — = A3ipn + А4<р,

Г()± АА G() AA

где Aj, А2, А3, А4 — произвольные постоянные.

При п = 3 и Т(ю) = 1, положив А3 = О и Ах > 0, в частности можно получить

Q{w) = —А2 — А4 arcsin(fcuj). Отметим, что другие точные решения рассматриваемого уравнения при

п = 3и -^(tu) были указаны в работе V. A. Galaktionov A999).

Пример 6. Можно искать решения уравнения E) с квадратичной зависимостью сложного аргумента
по х:

w = w(z), z = <p{t)x2 +ip(t). (И)
Подставим это выражение в E). В результате приходим к уравнению, которое содержит члены с х2 (и не

содержит членов, линейных по х). Исключив из полученного уравнения х^ с помощью A1), имеем

= 0.

Для решения этого функционально-дифференциального уравнения с двумя аргументами применим метод

расщепления, описанный в разд. А.2.3. Можно показать, что уравнение E) с логарифмической нелинейно-
нелинейностью A0) имеет решение вида A1).

Пример 7. Рассмотрим нелинейное уравнение m-го порядка

dw d2w dw_ d2w
_

/ d2w \n-i dmw

ду дхду дх ду2 '(X'\dy2J ду"

которое в частном случае /(х) = const, m = 3 описывает пограничный слой степенной жидкости на

плоской пластине (w — функция тока, х и у
— продольная и поперечная координаты, п— реологический

параметр; значение п = 1 соответствует ньютоновской жидкости). Поиск точного решения вида

w = w(z), z = <p{x)y + ф(х),

приводит к равенству <px(w'zJ = f(x)(p2n+m~3(wzz)n~1wz , которое не зависит от функции ф.
Разделяя переменные и интегрируя, получим

= [/
4-2n-m

, ф(х)~-произвольна,

а функция w = w(z) определяется путем решения обыкновенного дифференциального уравнения

(w'zJ = D-2n-m)(w'z'z)n-1wim).
0 Литература к разд. А.3.2-1: A. D. Polyanin B001), А. Д. Полянин, А. И. Журов B002).

А.З.2-2. Некоторые обобщения. Решения уравнения осесимметричного пограничного слоя.

Уравнения с квадратичной и степенной нелинейностью могут иметь точные решения с функци-
функциональным разделением переменных вида C) и D). В простейшем случае сложный аргумент z

можно выбирать линейным по одной из независимых переменных.

Пример 8. Рассмотрим уравнение осесимметричного стационарного ламинарного гидродинамическо-
гидродинамического пограничного слоя (см. уравнение 9.2.1.3)

dw d2w dw d2w д i d2w

Решение ищем в виде

w(x,z) = v[a(x) + p(xM?)}, S=_i_+(?(z). A3)

Подставив это выражение в уравнение A2), приходим к функционально-дифференциальному уравнению
вида BНЗ) (при к = 6) из разд. А.2.1-2:

? U 24 = 0. A4)
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Используем упрощенную схему построения точных решений. Положим

а'х7 = А2-у + B2qj,

где Afc, Bk — произвольные постоянные. Подставим выражения A5) в A4) и соберем члены при у и q^

(считаем, что q ф const). Приравнивая множители при -у и qy нулю, получим

+ (f<^ = 0, A6)

i U f{ B4- <p'{'u = 0. A7)

Случай I. Положим

Л1=Л3 = Л4 = 0, А2 = -п. A8)
В этом случае решение уравнения A6) имеет вид

где Cj, C2, С3 — постоянные интегрирования. Решение A9) уравнения A6) является одновременно и

решением уравнения A7) только при выполнении условий

п = -2, В1 = В3> C^-4/Bj, Cl = -BJBX, С3 = -В2/Вг. B0)

Подставим коэффициенты A8), B0) в систему A5). Интегрируя, получим

ф) = 2х-С3Р, 1 = ~, Я=-Щ-&, / = -(^2С4J||-, B1)

где /3 = /3(х) — произвольная функция.

Формулы A3), A9), B1) дают точное решение уравнения осесимметричного пограничного слоя A2).

Случай 2. При

Вх - Въ = В4 = 0, Вг--\, А2-0, А3 = -Л1, АА = -\2/А1 B2)
совместное решение системы A6), A7) имеет вид

<Ж) = --^-(Се-л« + А?-3). B3)

Решение системы A5) с коэффициентами B2) описывается формулами

0 = -А1х+К1, -у = К2, Q = ~J<, }=^2{Alx-Kl), B4)

где Klt K2 — произвольные постоянные, а = а{х) —произвольная функция.
Формулы A3), B3), B4) дают точное решение уравнения слоя A2),

0 Литература: G. 1. Burde A994).

А.3.2-3. Решение путем сведения к уравнениям с квадратичной нелинейностью.

В ряде случаев поиск решения в виде A) удается провести в два этапа. Сначала ищется преобра-
преобразование, сводящее исходное уравнение к уравнению с квадратичной (иногда степенной) нели-

нелинейностью. Затем решение полученного уравнения ищется методами, описанными в разд. А.2.

Уравнения с квадратичной нелинейностью иногда удается получить с помощью подста-

подстановок

w(z) = а (для уравнений со степенной нелинейностью),

w(z) = A In z (для уравнений с экспоненциальной нелинейностью),

w(z) = е

z

(для уравнений с логарифмической нелинейностью),
где А — постоянная, подлежащая определению. Указанный подход эквивалентен априорному

заданию вида функции F{z) в выражении A).
В работах В. А. Галактионова, С. А. Посашкова A989, 1994), V. A. Galaktionov A995)

описано много нелинейных уравнений различного типа, сводящихся с помощью подходящих

преобразований к уравнениям с квадратичной нелинейностью.
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Пример 9. Нелинейное уравнение теплопроводности с источником логарифмического типа

-— = а——- + f{t)w\nw + g{t)w
dt дх2

заменой w = ez сводится к уравнению с квадратичной нелинейностью

dz d2z /dz\i _,

dt дх2 V дх I

которое допускает точное решение с обобщенным разделением переменных

где (рг(х) = х2, <р2(х) = х, а функции фк(г) описываются соответствующей системой обыкновенных
дифференциальных уравнений.

А.3.3. Метод дифференцирования

А.З.З-1. Основные идеи метода. Редукция к уравнению стандартного вида.

В общем случае подстановка выражения A) в рассматриваемое нелинейное уравнение с част-

частными производными приводит к функционально-дифференциальному уравнению с тремя ар-

аргументами (первые два аргумента х и у
— обычные, а третий z — сложный). Во многих

случаях полученное уравнение методом дифференцирования удается свести к функционально-

дифференциальному уравнению стандартного вида с двумя аргументами (исключается перемен-
переменная х или у). Для решения уравнения с двумя аргументами используются методы, описанные в

разд. А.2.2 и А.2.3.

А.З.3-2. Примеры построения решений с функциональным разделением переменных.

Рассмотрим конкретные примеры использования метода дифференцирования для построения

точных решений нелинейных уравнений с функциональным разделением переменных.

Пример 10. Рассмотрим нелинейное уравнение теплопроводности

^ = А.|>Ы—1 B5)
dt дх I K J

дх i'
J

Ищем точные решения вида

w = w(z), z = ifi(x) + ip(t). B6)
Подставим B6) в B5). После деления на w'z получим функционально-дифференциальное уравнение

,/ It е( \ \ ( I \2 r\( \ /О \
фл — (р J х'Ш) t \ф JWv^>' \^ '

/

где

Q(z) = f(w)—z-f- + fz{w), w = w{z). B8)

Дифференцируя B7) по х, имеем

ip'xxxf{w) + 4>'x4>'xx[f'z{w) + 2Q(z)] + (<PXKQ'Z = 0- B9)
Это функционально-дифференциальное уравнение с двумя переменными можно рассматривать как функ-
функциональное уравнение C1) из разд. А.2, которое имеет два различных решения. Поэтому надо рассмотреть
два случая.

Случай 1. Решения функционально-дифференциального уравнения B9) определяются нз системы

обыкновенных дифференциальных уравнений

f'2+2Q = 2AJ, Q'z=A2f,

где Аг и А2 —произвольные постоянные.

Первые два уравнения C0) линейны и не зависят от третьего уравнения. Их общее решение имеет вид

B2e~kz) при А\ > 2Л2,
/= I eAiz(B1+B2z) приЛ? = 2Л2, Q = A1f-±f'z, к = у/\А$-2А2\. C1)

(. eA^z[B1 sin(kz) + B2 cos(fcz)] при А\ < 2А2,
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Подставим выражение для Q C1) в B8). Получим дифференциальное уравнение для определения

функции w = w(z). В результате интегрирования имеем

*'*dz + C2, C2)

где С, и С2 — произвольные постоянные. Выражение C1) для / вместе с выражением C2) задают
зависимость / = f(w) в параметрической форме.

Рассмотрим подробнее случай А2 = О, Ах ф 0. Из формул C1) и C2) получим

f(z) = Bl?Ai*+B2, Q = A1B2, w(z) = C3(B1 + B2e-2A^z)-l/2 + C2 (С^ = А,В2С3). C3)

Исключая z, имеем

Й C4)

Первый интеграл последнего уравнения C0) при А2 = 0 имеет вид ip'?x + Ai(tp'xJ = const, а его общее

решение описывается формулами

4>(х) = In —? =-; ;== г при ?>, > 0, Do > 0;

1
при D >o, D2<0; C5)

, ч
1 Г D, 1 1 _ _

ip(x) — —In ——=

yj 7= г ПРИ "i < 0> D2 > 0;

где Z?i, D2, ?>3 -—постоянные интегрирования. Во всех трех случаях выполняются соотношения

Подставим выражения C3) и C6) в исходное функционально-дифференциальное уравнение B7). Учитывая

вид переменной z B6), получим уравнение для функции ф = Tp(t):

¦ф[ = -A1B1D1e2Al'1' +A1B2D2.

Интегрируя, находим решение

1 И П

-z-z-' C7)
2А1

'"

где Z?4 — произвольная постоянная.

Формулы B6), C3) (для w), C5), C7) определяют три решения нелинейного уравнения B5) с функцией

/(«>) вида C4) [напомним, что эти решения соответствуют частному случаю А2 = 0 в C1) и C2)],

Случай 2. Решения функционально-дифференциального уравнения B9) определяются из системы

обыкновенных дифференциальных уравнений

Первые два уравнения C8) совместны в двух случаях:

Аг — А2 = 0 => <р(х) = Вгх + В2,

А1=2А22 => <р(х) = —

А2

Первое решение в C9) в конечном итоге приводит к решению уравнения B5) типа бегущей волны

w = u)(Bji 4- B2t), а второе решение C9) — к автомодельному решению вида w = w(x2/t). В этих

случаях функция f(w) в уравнении B5) произвольна.

® Литература: P. W. Doyle, P. J. Vassiliou A998), A. D. Polyanin B001).

Пример 11. Можно искать более сложные решения уравнения B5) с функциональным разделением
вида

w = w(z), z = ip(?) + tp(t), ? = x + at {a = const).
Подставим эти выражения в B5). Поделим полученное функционально-дифференциальное уравнение на

м'г, а затем продифференцируем по х. В результате имеем

3'z = 0,

где функция Q = Q(z) определяется по формуле B8). Полученное функционально-дифференциальное
уравнение с двумя переменными ? и z можно рассматривать как функциональное уравнение C3) из
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разд. А.2. Его решение строится по формулам C4) из разд. А.2 и позволяет записать систему обыкновенных

дифференциальных уравнений для определения функций / = /(ги), w = w(z), ц> = ()

Пример 12. Рассмотрим нелинейное уравнение Клейна—Гордона

?-?-™
Ищем точные решения уравнения D0) в виде

w = ги(г), z = tp(x) + ф(г). D1)

Подставив выражение D1) в D0), получим

Фи
- v'L + ЫJ - Ш2] <?(*) = h{z), D2)

где

g(z)=w':jw'i, h(z)=?(w(z))/w'z. D3)
Продифференцировав уравнение D2) сначала по t, а затем по х, и разделив на t/^vi, имеем

2«« " &,) 9'z + [(Ф[J - Ш*] 9'L = Kz-
Исключая ip't't — (p'J.x из этого уравнения с помощью D3), получим

[МJ " Ш2)(9'L - 299'г) = Л», - 2g'zh. D4)
Это равенство может выполняться только в двух случаях:

g''z - 2gg'z = 0, ti'Z2 - 2g'zh = 0 (случай 1),

Ф1)ф {x) V ,

К»ж - 2g'zh = (Az + C)(g>>z - 2gg'z),

где А, В, С— произвольные постоянные. Рассмотрим эти случаи по порядку.

Случай 1. Первые два уравнения D5) позволяет найти g(z) и h(z). Интефируя, из первого уравнения

имеем g'z = g2 + const. Интефируя далее, получим

9 = к, C3а)

g = -l/(z + C1), C36)
g=-ktb(kz + C1), C3c)

1), C3d)
C3e)

где Cj и к — произвольные постоянные.

Второе уравнение D5) имеет частное решение h = g(z). Поэтому его общее решение определяется по

формуле (В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин, 2001)

h = C2g(z) + C3g(z) J -^-L-, D7)

где С2 и С3 — произвольные постоянные.

Из соотношений D3) определяются функции w{z) и T(w) в виде

2, T(w) = B^Giz), где G(z) = exp\Jg(z)dz\, D8)

Вг и В2 — произвольные постоянные (функция Т задана в параметрической форме).
Исследуем подробнее случай (ЗЗЬ). Согласно D7) находим

где А] = —С3/3, Л2 = ~С2 —любые. Подставляя выражения (ЗЗЬ) и D9) в D8), получим

D9)

Исключая из этих соотношений z, находим явный вид правой части уравнения D0):

F(w) = A1B1eu + A2B1e-2u, где и =
W
~ ^2

. E0)

Для наглядности далее полагаем Cj = 0, Bj = 1, В2 = 0 и введем обозначения Лх =
а, А2 — Ь. Таким

образом, имеем

w(z)=\n\z\, ^(ги) = Л1В1еш+Л2В1е~2ш, g(z) = -1/г, /1B) = az2 + Ь/г. E1)
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ТАБЛИЦА А1
Нелинейные уравнения dttvj — dxxw = T{w), допускающие точные решения с

функциональным разделением переменных вида w — w(z), где z = <р{х) + ф(Ь).
Обозначения: А, Сх, С2 —произвольные постоянные; а = 1 при z > 0, а = — 1 при z < О

1

2

3

4

5

Правая часть уравнения F(w)

aw\nw + bw

aew + be-2w

( W W\
asmw + b\s\nw\ntg (-2 sin —

V 4 4 /

a sh w + b (sh w In th 1- 2 sh — 1

ashw^^bfshiwarctge^ + ch —Л

Решение w(z)

ег

In И

4 arctg ez

2 In

2 In

cth -

2

Уравнения для ip(t) и <^(х)

(^^Эа^+Л^ +С^+ Сг,

(vLJ = -2aip3 + Л992 - Cjp + C2 + 6

(^J = Cie2* +^"^+ ЬФ+ а + А,

(^f^-C^-C^-^-bf+ A

(ф[J = Cie2* + C2e~2* - аЬф + а + A,

(.v'xJ = C2e^ + Cle-2f + <rbV + A

(i/'iJ = C1 sin 2-ф + С2 cos 2-ф + аЬф+а+А,

(ip'xJ = —C1 sin 2tp + C2 cos 2^> - <jbf>+ A

Осталось определить функции ф{{) и v(.x). Подставим выражения E1) в функционально-дифференциаль-
функционально-дифференциальное уравнение D2). Учитывая зависимость D1), после элементарных преобразований получим*

Дифференцируя E2) по t и х, приходим к уравнению с разделяющимися переменными

решение которого описывается автономными обыкновенными дифференциальными уравнениями

E3)

где А— константа разделения. Каждое из этих уравнений можно два раза проинтегрировать:

(V4J = 2aV3 + Аф2 + Схф + С2,

УхJ - -2a<pz + Aip2 + С3<р + С4,

где CltC2,C3, C4 —произвольные постоянные. Исключая с помощью E3) производные из уравнения E2),
находим связи между константами: С3 = —Cj, С$ = С2 + Ь. Таким образом, функции ф(Ь) и р(х)
описываются автономными уравнениями первого порядка с кубической нелинейностью

{ф'±J = 2аф3 + Аф2 + Схф + С2,

2 + b.

Решения этих уравнений выражаются через эллиптические функции.
Для остальных случаев D6) исследование проводится аналогичным образом. Результаты анализа для

случаев C3а)-C3е) сведены в итоговой табл. А1.

Случай 2. Интегрируя первые два уравнения D5) (для второго случая) имеем два решения:

ф = Dlt при А = 0;
E4)

где D1 и D2 — произвольные постоянные. В обоих случаях функция T(w) в уравнении D0) является
__>* П _. .__ - / Г А\ __ . .. .. . - I? - . и /l.__i\*\__

где D1 ий2 произвольные постоянные. В обоих случаях функция T(w) в уравнении D0) является

произвольной. Первое решение E4) соответствует решению типа бегущей волны w = w{kx + At), а второе

приводит к решению вида w = w{x2 — t2).
Замечание. В случае 2 уравнение D4) можно представить в виде функционального уравнения,

рассматриваемого в разд. А.3.5-1.

* Для решения уравнения E2) проще всего использовать результаты решения функционального
уравнения C3) из разд. А.2 [см. формулу C4)].
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ТАБЛИЦА А2

Нелинейные уравнения dxxw + д w — F{u>), допускающие точные решения с

функциональным разделением переменных вида w ~ w{z), где z = <р(х) + ф(у).
Обозначения: А, Сх, С2 —произвольные постоянные; а = 1 при z > О, а = — 1 при z < О

1

2

3

4

5

Правая часть уравнения Ф(и>)

aw In w + brw

аеш + Ье-2ю

( . . w w\
a sin rw + о 1 sin iu In tg 1-2 sin — 1

V 4 4 /

a sh w + Ь (sh ui In th 1- 2 sh — )V 4 2 /

ashw + 2b(shwarctgew/2 + ch—)

Решение ш(г)

ег

In |*|

4 arctg ez

2 In

2 In

cth|

Уравнения для <^(х) и V(y)

(viJ^C^-^ + a^-ia + ft + A,

(V;J = C2e-2* + aV-|a-A

(v!,J = 2aip3 + Л(^2 + Cxy + C2,

(ф'уJ - 2aip3 - Аф2 + Схф - C2 - b

(<pxJ = Cle2* + C2e-2* + btp + a + A,

(V,;J = C2e2* + Cxe-2* + Ьф
- А

(V>'xJ = C1e2" + C2e-2^-crbip + a + A,

(ф'уJ = -C2e2* - Cie-2* -аЬф-А

(iplxJ = C1sm2ip + C2cos2tp + <jbtp + a + A,

{фуJ = Сх sin 1ф
- С2 cos 2ф + аЬф - А

® Литература: A. M. Grundland, E. Infeld A992), J. Miller (Jr.), L. A. Rubel A993), R. Z. Zhdanov A994),
В. К. Андреев, О. В. Капцов, В. В. Пухначев, А. А. Родионов A994).

Пример 13. Нелинейное уравнение теплопроводности (диффузии)

д2и> д2и>
,

.

-7ГТ + 7Т
= Т ^

дх2 ду2
исследуется точно также, как и нелинейное уравнение Клейна — Гордона (см. пример 12). Основные

результаты приведены в итоговой табл. А2 [опущено решение типа бегущей волны ш = w(kx + At) и

решение вида w = w(x2 + j/2), которые имеются для любой Т(и>У\.
® Литература: А. М. Grundland, E. Infeld A992), J. Miller (Jr.), L. A. Rubel A993), R. Z. Zhdanov A994),
В. К. Андреев, О. В. Капцов, В. В. Пухначев, А. А. Родионов A994).

А.3.4. Метод расщепления. Редукция к функциональному уравнению с

двумя переменными

А.З.4-1. Метод расщепления. Редукция к функциональному уравнению стандартного вида.

Общая процедура построения точных решений с функциональным разделением переменных,
основанная на методе расщепления, состоит из нескольких этапов, кратко описанных ниже.

Iе. Выражение A) подставляется в рассматриваемое нелинейное уравнение с частными произ-

производными. В результате получается функционально-дифференциальное уравнение с тремя аргу-

аргументами (первые два аргумента х и у
— обычные, а третий z — сложный).

2е. Функционально-дифференциальное уравнение с помощью элементарных дифференциаль-
дифференциальных подстановок (основанных на выделении величин, содержащих искомые функции и их про-

производные одного аргумента) сводится к чисто функциональному уравнению с тремя аргумен-

аргументами х, у, z.

3°. Функциональное уравнение с тремя аргументами методом дифференцирования сводится к

функциональному уравнению стандартного вида с двумя аргументами (исключается переменная
х кпк у), которое рассматривалось в разд. А.2.

4°. Строится решение функционального уравнения с двумя аргументами из п. 3° (используются

формулы, приведенные в разд. А.2.3).

5°. Полученное в п. 4° решение вместе с использованными в п. 2° дифференциальными под-

подстановками образует систему (обычно переопределенную) обыкновенных дифференциальных
уравнений. Строится решение этой системы.

26 А. Д. Полянин, В. Ф. Зайцев
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6°. Решение системы из п. 5° подставляется в исходное функционально-дифференциальное
уравнение из п. 1°. В результате определяются связи между постоянными интегрирования и

находятся все искомые величины.

7°. Отдельно рассматриваются возможные вырожденные случаи (возникающие при нарушении
использованных при решении предположений).

Метод расщепления сводит решение функционально-дифференциального уравнения с тре-

тремя аргументами к решению чисто функционального уравнения с тремя аргументами (путем

его сведения к стандартному функциональному уравнению с двумя аргументами) и решению
системы обыкновенных дифференциальных уравнений, т. е. исходная задача распадается на

несколько более простых задач. Примеры построения решений с функциональным разделением

переменных методом расщепления рассмотрены в разд. А.3.5.

А.3.4-2. Функциональные уравнения с тремя аргументами специального вида.

Подстановка выражения A) при п — 2 в нелинейные уравнения с частными производными во

многих случаях приводит к функционально-дифференциальным уравнениям вида

<!>i(xL?i(y,z) + Ф2(я)Ф2(г/,г) + • ¦ ¦ + Ф*(я)Ф*(у,г)
+Ук+1(у, г) + Ф*+2B/, z) + ¦ ¦ ¦ + Ф„(у, г) = О,

где функционалы &j(x) и Фл-(у, z) зависят соответственно от переменных х и у, г:

(Данные выражения соответствуют уравнению второго порядка).
Решение уравнения E5) целесообразно искать методом расщепления. На первом этапе

будем рассматривать E5) как чисто функциональное уравнение, без учета зависимостей E6).

Предположим, что Фх ф. 0. Поделим уравнение E5) на Фг и продифференцируем по у.

В результате получим уравнение такого же вида, но с меньшим числом членов, содержащих

функции Фт:
B) ^\у, z) + Ф^Ду, *) + ¦••+ Ф12)B/, z) = 0, E7)

где Ф^ = — ( —— ) + фу— ( —!2- ). Продолжая аналогичную процедуру в итоге можно

ду V Wj / oz \ Ф! /

получить уравнение, не зависящее явно от х:

ik+1)) = 0, E8)

д f ф \ д / Ф \
где Ч?^"

"'
= — ( !". ) + %— ( —rrr ) •

Qy V ф1"*/ / t).z V \Tjv / /
А; А;

Уравнение E8) можно рассматривать как уравнение с двумя независимыми переменными

у и г. Если Фт (у, z) — Qm(y)Rm(z) для всех та = к + 1,..., п, то для решения уравнения

E8) можно использовать результаты разд. А.2.

© Литература к разд. А.3.4: A. D. Polyanin B001).

А.3.5. Некоторые функциональные уравнения и их решения. Точные

решения нелинейных уравнений теплопроводности и теории волн

В этомразделе исследуются несколько функциональных уравнений с тремя аргументами, кото-

которые наиболее часто встречаются при функциональном разделении переменных в нелинейных

уравнениях математической физики. Эти результаты использованы для построения точных ре-
решений некоторых классов нелинейных уравнений теплопроводности и теории волн.

А.3.5-1. Функциональное уравнение f(x) + g(y) = Q(z), где z = <р(х) + ф(у).

Здесь одна из двух функций f(x) и <р{х) задается, а другая ищется; одна из двух функций д(у)
и ф(у) задается, а другая ищется; функция Q(z) ищется.*

* В подобных уравнениях со сложным аргументом считается, что <р(х) ф const н ф(у) ф const.
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Дифференцируя уравнение по х и по у, получим Q'zz = 0. Поэтому его решение имеет вид

f{x) = A<p{x)+B, д(у) = Аф(у)-В + С, Q(z) = Az + C, E9)

где А, В, С— произвольные постоянные.

А.3.5-2. Функциональное уравнение f{t)+g(x)+h(x)Q(z) + R(z) — 0, где z = <p(x)+ip{t).

Дифференцируя уравнение по х, приходим к уравнению с двумя независимыми аргументами

д'х + KQ + hv'xQ'z + <p'xR'z = 0. F0)

Такие уравнения рассматривались в разд. А.2. Поэтому имеют место соотношения [их можно

получить после переобозначений из формул C3) и C4), приведенных в разд. А.2]:

д'х = A!h<p'x + А2<р'х,
h'x = A3h<p'x + Ai<px,

Q>z=-Al-A3Q,

R'z = -A2 - A4Q,

где А\, A2, Аз, A4 —произвольные постоянные. Интегрирование системы F1) и подстановка

полученных решений в исходное функциональное уравнение дает приведенные ниже резуль-
результаты.

Случай 1. Решение функционального уравнения, соответствующее значению Аз = 0 в F1):

/ = -\AiА4ф2 + (AiBi +А2 + А4В3)ф -В2- BiB3 - В4,

д = \AxAnp2 + (AiBi + А2)р + В2,

h = At<p + Bi, F2)

Q=-A1Z + B3,

R = ^A^Aiz2 - (A2 + AiB3)z + BA,

где <p = <p(x) и ф = ф(Ь) — произвольные функции, Ak, Bk —произвольные постоянные.

Случай 2. Решение функционального уравнения, соответствующее значению Аз ф 0 в F1):

[А2-^Р±)ф-В2-В4-^

h = Bie*3* _ А, F3)

3
\ А3 )

где <р = <р(х) m/i = ip(t) — произвольные функции, Ak, Вк —произвольные постоянные.

Случай 3. Функциональное уравнение имеет также вырожденное решение

f = Ai1> + B1, g = Ai(p + B2, h = A2, R= -Axz - A2Q - Bi - B2, E1a)

где ip
= <p(x), ф = rp(t), Q = Q(z) — произвольные функции, A\, A2, Bi, B2 —произвольные

постоянные; и вырожденное решение

f = A1tl> + Bu g = Ai<p + A2h + В2, Q = -At, R = -AlZ - Bi - B2, E1b)

где ip
= <p(x), ip = 4>(t), h = h(x) — произвольные функции, A\, A2, B\, B2 —произвольные

постоянные. Вырожденные решения E1а) и E1Ь) можно получить из исходного уравнения и

его следствия F0) с помощью формул C5) из разд. А.2.

Пример 14. Рассмотрим нестационарное уравнение теплопроводности с нелинейным источником

26*
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Ищем точные решения вида

w = w(z), z = ip(x) + ip(t). F6)
Подставим F6) в F5). После деления на w'z получим функционально-дифференциальное уравнение

Представим его в виде функционального уравнения А.3.5-2, где

/(*) = -$, д(х) = ч%х, h(x) = (V'xJ, Q(z)=w'z'z/wz, R(z) = f(w(z))/w'z. F7)

Используем решения уравнения А.3.5-2. Подставив выражения F7) для д и h в F2)-F4), получим

переопределенные системы уравнений для определения функции ip — р(х).
Случай 1. Система

<P'L = \А1А^г + {А1В1 + А2)ц> + В2,

полученная из F2) и соответствующая значению А3 = 0 в F1), имеет совместное решение в следующих

случаях:

2 HP" А2--АхСх,А4 = В2-0,Вх=С1

<р — \А4х + Схх + С2 при Ах—А2 = О, Вх = С[ - Л4С2, jB2 = уЛ4,
где Cj и С2 — произвольные постоянные.

Первое решение F8) при Ах ф О соответствует правой части уравнения F5), которая содержит

функцию обратную к интегралу вероятностей [внд правой части определяется из двух последних соот-

соотношений F2) и F7) для Q и R]. Второе решение F8) соответствует правой части уравнения F5) вида

F(w) = kxw\nw + k2w. В обоих случаях первое соотношение F2) с учетом равенства / = — ф'ь пред-
представляет собой линейное уравнение первого порядка с постоянными коэффициентами, решением которого
является сумма экспоненциальной функции и константы.

Случай 2. Система

{Л
—

полученная из F3) и соответствующая А3 ф О в F1), имеет совместное решение в следующих случаях:

<p = ±y]-AJA3x + C1 при А2 = АХА4/А3, Вх=В2 = 0,

х + Сх)\ + С2 при А1 = \А\, А2 = \А3А4, В2 =0, А3А4 > 0,

+ Cj)| + С2 при Ах = -j-^l» ^2 = у^з^4> В2 = 0, А3А4 < 0,

2
<р =—— ln|ch(-|-\/—А3А4х + Сх)\ + С2 при Ах = ^А%, А2 = -^А3А4, В2=0, А3А4 < 0,

где Сх н С2 — произвольные постоянные. Эти решения соответствуют правой части уравнения F5),
задаваемой в параметрической форме.

Случай 3. Вырожденным решениям функционального уравнения E1а) и E1Ь) соответствуют решения
нелинейного уравнения теплопроводности F5) типа бегущей волиы [функция T{w) — произвольна] и

решения уравнения F5) с источником вида :F(u>) = kxw lnw + k2w.

Пример 15. Аналогичным образом рассматривается более общее уравнение

dw , . 92ш ,,
. dw

которое встречается в задачах конвективного тепло- и массообмена (а = const, Ь = const), в задачах

теплопереноса в анизотропных средах (Ь = а'х), в пространственных задачах теплопроводности с осевой и

центральной симметрией (а = const, b = const /x).
Поиск точных решений уравнения F9) вида F6) приводит к функциональному уравнению А.3.5-2, где

/№ = -$. g(x) = a(x)ip';x+b(x)<p'x(x), h(x) = a(x)(v'xJ, Q{z) = wlz'z/w'z, R(z) = f(w(z))/w'z.
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Подставляя эти выражения в F2)-F4), получим системы обыкновенных дифференциальных уравнений
для определения искомых величин.

Пример 16. Можно искать более сложные решения уравнения F5) с функциональным разделением
вида

w = w{z), z = tp{?) + ip{t), ? = x + at.

Подстановка этих выражений в уравнение F5) также приводит к функциональному уравнению А.3.5-2, в

котором х надо переобозначить на ? и положить

/(t) = -$. »(«) = ?>«-»*€. М0 = (^J> Qto = <,K, R(z) ^ f(w{z))/w'z.
Дальнейшая процедура построения решения проводится также как примере 14.

Замечание. В примерах 14—16 построение точных решений различных уравнений матема-

математической физики сводилось к одному и тому же функциональному уравнению. Это наглядно

демонстрирует полезность выделения и независимого рассмотрения отдельных функциональ-
функциональных уравнений (и целесообразность разработки методов решения функциональных уравнений
со сложным аргументом).

А.З.5-3. Функциональное уравнение f(t) + g(x)Q(z) + h(x)R(z) = 0, где z = у?(ж) +

Дифференцируем уравнение по х. Получим функционально-дифференциальное уравнению с

двумя переменными х и z:

g'xQ + 9v'*Q'z + h'xR + h<p'xR'z = о, G0)

которое с точностью до очевидных переобозначений совпадает с уравнением C3) из разд. А.2.

Невырожденный случай. Решение уравнения G0) можно получить с помощью формул C4)
из разд. А.2. В результате приходим к системе обыкновенных дифференциальных уравнений

h'x = (A3g + A4h)<p'x,
Q'z = -AiQ - A3R,

( '

R'z = -A2Q - A4R,

где А\, A2, A3, A4 —произвольные постоянные.

Решение системы G1) имеет вид

g(x) = A2Biekl'p + А2В2ек2Ч>,
h{x) = (fci - Ax)Biek^ + (к2 -

Q{z) = AB~k^ + АВ-к^

R(z) = (Лх - АОВзе-*1* + (*2

где В\, В2, Вз, -Е?4 —произвольные постоянные, а к\ и к2 —корни квадратного уравнения

(к-А1)(к-А4)-А2А3 = 0. G3)

В вырожденном случае при к\ = к2 члены ek2<fi и е~к2' в G2) надо заменить соответственно

на 9е и ze~ lZ. В случае чисто мнимых или комплексных корней уравнения G3) в решении

G2) надо выделить действительную (или мнимую) часть.

Подставив G2) в исходное функциональное уравнение А.3.5-3, получим условия, которым

должны удовлетворять свободные коэффициенты и найдем функцию f(t):

В2=В4=0 ==> f{t) = [A2A3 + {ki-A1J]B1Bie-k^,
Bi=B3=0 =»¦ f(t)=[A2A3 + (k2-AiJ}B2B4e-k^, G4)

Ai=0 => f(t) = {A2A3 + k21)BlB3e-k^+ (А2Аз+к22)В2В4е-к2ф.
В решения G2), G4) входят произвольные функции ip = ip(x) и ф = ф(Ь).

Вырожденный случай. Функциональное уравнение А.З.5-3 имеет также вырожденное ре-

решение

f = BiB2eAl*, g = A2Bie-A^, h = Bxe~A^, R = -B2eAi* - A2Q,
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где <р
= f{x), ¦ф = ip(t), Q = Q(z) — произвольные функции, A\, A2, B\, B2 —произвольные

постоянные; и вырожденное решение

f = B1B2eA^, h = -Bie-Al<p - A2g, Q = A2B2eAl*, R = B2eA^,
где <p

= <p{x), ip = ip(t), g = g(x) — произвольные функции, Ai, A2, B\, B2 — произвольные
постоянные. Вырожденные решения можно получить из исходного уравнения и его следствия

G0) с помощью формул C5) из разд. А.2.

Пример 17. Для нелинейного уравнения первого порядка

поиск точных решений вида F6) приводит к функциональному уравнению А.3.5-3, где

/@ = -$. 9(х) = Ш2, h(x) = G(x), Q(z)=n*>№, Д(*) = 1М, w = w{z).

А.3.5-4. Уравнение /i(x) + /2(у) + gi(x)P(z) + g2{y)Q(z) + R(z) = 0, z = <p{x) + ф(у).

Дифференцируем уравнение по у. Полученное выражение делим на ф'уР'г и дифференцируем
по у. В результате приходим к уравнению с двумя аргументами у и z, которое рассматривалось

в разд. А.2 [см. уравнение C) и его решение C0)].

Пример 18. Рассмотрим стационарное уравнение теплопроводности в неоднородной анизотропной
среде с нелинейным источником

[?]?[?]*<•>¦ <75>

Поиск точных решений уравнения G5) вида w = w(z), где z = <p(x) + ф(у) приводит к функциональному

уравнению А.3.5-4, где

/1(х)=а(ф'4+а'1(*'„ Ш = ЬШЬ + У11Ш11, 91(х) = а(х)(<р'хJ, д2(у) = Ь(у)(ф'уJ,
P(z) = Q(z) = w';jw'z, R(z) =-f(w)/w'z, w = w(z).

He проводя полного анализа уравнения G5) ограничимся здесь изучением решений с обобщенным

разделением переменных, которые существуют при произвольной правой части F{w).
Сделав замену z = f2, ищем решения уравнения G5) вида

w = w(o, е = ф)+ф{У). G6)

Учитывая соотношения 4j?- = -^й-, -^- = -$¦, из G5) получим

[(а<р'х)'х + (Ьф'у)'у] ^- + [a(y'J2 + Ь(ф'уJ} CW«~
W>(

= П™), ^(w)=^(i«(O). G7)

Для разрешимости этого функционального уравнения потребуем, чтобы выражения в квадратных скобках

были функциями С:

(a<p'Jx + {Ъф'у)'у = М(С), a(v'xJ + Ъ{ф'уJ = N(Q.

Продифференцировав первое из этих равенств по х и по у, приходим к уравнению (Mi/f)> = 0, общее

решение которого имеет вид М(?) = СХС,2 + С2. Аналогично находим JV(?) =C3C2 +С4. Здесь CltC2,
С3, С4 —произвольные постоянные. В итоге получим

{aV'Jx + (Ьф'у)у = С1AР + ф) + С2, а(^J + Ь{ф'уJ = C3(V + ф) + СА.

Разделение переменных приводит к системе обыкновенных дифференциальных уравнений для нахождения

функций (р(х), а(х), ф{у), Ь(у):

(ач>'х)'х - Cl?> -C2=klt (Ьф'у)'у - Сгф = -ки

а{ч>'х? ~ СъЧ> -С4= к2, Ь(ф'уJ - С3ф = -к2.

Эта система всегда интегрируется в квадратурах и может быть преобразована к виду

(ClV> + С2 + fcj
- С3)(<р'хJ = 0, a =

2
;

- к, - С3)(ф'уJ = 0, Ь = (С3ф-к2)(ф'уГ2,
где уравнения для функций tp и ф не зависят от а и 6 и могут решаться независимо. Не проводя полного

исследования системы G8), отметим простой частный случай, когда она интегрируется в явном виде.
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ТАБЛИЦА A3

Решения с обобщенным разделением переменных вида w = w{(), где С,2 = ip(x) + ф(у), для уравнений
теплопроводности в неоднородной анизотропной среде с нелинейным источником произвольного вида.

Обозначения: С, а, /3, ц., и, п, к — свободные параметры (С ф 0, ц. ф 0, v ф 0, п ф 2, к ф 2)

Уравнение теплопроводности

?(^ff)+i(/v=^)=^)

Функции ip(x) и ф(у)

Сх2~п Cv2~fc
^

aB-nJ' ^ /3B-*J

uj=-?Te~'iX rb=-?Le-"y* ар? ' у 0V2

ip = liln\x\, ф = и1п\у\

<р = цх, ф = 1'\п\у\

Уравнение для w =w(Q

Уравнение G7), оба выражения в

квадратных скобках— константы

Уравнение G7), оба выражения в

квадратных скобках— константы

При Cj = С2 = С,, = кх = к2 - 0, С3 = С ф 0 имеем

а(х) = ае"*, Ъ{у) = 0е"У, ф) = ??

где а, /3, ц, v — произвольные постоянные. Подставив эти выражения в G7) и учитывая вид переменной

С G6), получим уравнение для функции ш(С):

Система G8) имеет также другие решения, приводящие к различным выражениям для функций а(х)
и Ь(у). В табл. A3 указаны случаи, когда эти функции могут быть выражены в явном виде [использованы

результаты В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина A996), А. Д. Полянина, А. И. Журова A998)]; опущено решение
типа бегущей волны, соответствующее а = const, b = const. В общем случае решение системы G7)

приводит к функциям а(х) и Ь(у), которые записываются в параметрической форме.

® Литература к разд. А. 3.5: A. D. Polyanin B001).



В. Преобразования уравнений математической

физики
В.1. Точечные преобразования
Пусть х, у— независимые переменные, аю

= w(x,y) — функция этих переменных. В общем

случае точечное преобразование задается формулами

где ?, г\ — новые независимые переменные, и — и(?,т]) — новая зависимая переменная, X, Y,
W— некоторые (заданные или искомые) функции.

Точечные преобразования не только сохраняют порядок уравнения, к которому применяют-

применяются, но и не изменяют радикально структуру уравнения, так как производные новых переменных

линейно зависят от производных исходных переменных.

Преобразование A) обратимо, если

ах ах ах

вх ду 8w

OY 8Y 8Y I n
дх ду dw T1 и-

aw aw aw

вх ву dw

В общем случае уравнение второго порядка с двумя независимыми переменными

/ dw_ dw_ d2w d2w d2w \
_

._.

\ Эх
'

ду дх2
'

дхду
'

ду2 )

с помощью обратимого точечного преобразования A) приводится к виду

Эй ди д2и д2и д2и \
= U.

Если и — и(?, г}) — некоторое решение уравнения C), то формулы A) определяют соответству-

соответствующее решение уравнения B) в параметрическом виде.

Точечные преобразования используются для упрощения уравнений и приведения их к

известным. Иногда они позволяют свести нелинейные уравнения к линейным.

Пример 1. Уравнение

с помощью преобразования

w(x,t) = u(z,r)H{t), z = xF{t)+ I g(t)F(t)dt, т = f F2(t)Hm{t)dt,
где функции F и Н определяются формулами

F(t) = exp [J f(t) dt], H(t)= exp [f h(t) dt],
приводится к более простому уравнению

дт dz V dz )'

Пример 2. Нелинейное уравнение

dw d2w / dw \2

dt дх2 V дх

заменой и = exp(aw) приводится к линейному уравнению для функции u = u(x,t):
ди д2и ..

,
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В.2. Преобразование годографа

Для упрощения нелинейных уравнений и систем уравнений с частными производными иногда

используется преобразование годографа.

1°. Для уравнения с двумя независимыми переменными х, у и искомой функцией w = w(x,y)
преобразование годографа заключается в том, что решение ищется в неявном виде (х at можно

поменять местами)
x = x{w,t), A)

т. е. w, t принимаются за независимые переменные, ах — за зависимую переменную. Пре-
Преобразование годографа A) не меняет порядок уравнения и является частным случаем точечного

преобразования (его можно записать в эквивалентном виде: t — t, x = w, w
= х).

2°. Для системы двух уравнений с двумя независимыми переменными х, у и зависимыми

переменными w
= w(x,y), v — v(x,y) преобразование годографа заключается в том, что w, v

принимаются за независимые переменные, а х и у
— за зависимые переменные, т. е. ищутся

функции
x = x(w,v), y = y(w,v). B)

Преобразование годографа применяется в газовой динамике и теории струй для линеариза-

линеаризации соответствующих уравнений и решения некоторых краевых задач.

Рассмотрим конкретные примеры использования преобразования годографа для решения

уравнений математической физики.

Пример 1. Рассмотрим нелинейное уравнение второго порядка

ffmtai в)
dt \дх) П ' >

dx2
• К)

Ищем решение в неявном виде. Дифференцируя выражение A) по обеим переменным как неявную

функцию с учетом зависимости w = w(x,t), получим

1 = xwwx (дифференцирование по х),
0 = xwwt + xt (дифференцирование по t),
= хг и)х + xwwxx (дифференцирование по х дважды),гиши)х + xwwxx

где индексы снизу обозначают соответствующие частные производные. Из этих соотношений выразим

«старые» производные через «новые»:

1 X Wx x

x> t> xx 3

Подставив эти выражения в C), приходим к линейному уравнению второго порядка

дх д2х

Пример 2. Уравнение

dx2

представим в виде системы уравнений

dw

~dx
~

dv

dy L
¦i \dw ]

'( )
dw

(W>
dy

~

0

dv

dx

...

E)

Используем преобразование годографа B): примем w, v за независимые переменные, а х и у
— за

зависимые переменные. Дифференцируя каждое выражение B) по х и по у (как сложные функции), и

исключая из полученных соотношений частные производные xw, xv, yw, yv, имеем

dx
_

1 dv dx
_

1 dw dy 1 dv dy
_

1 dw dw dv dw dv

~dw~~J~dy' ~dv ~~1~dy'' ~dw~~l"dx' ~dv~~J~dx' ГД6 ~

~дх ~ду
~

~ду ~дх '

Исключая из E) с помощью F) производные wx, wy, vx, vy, приходим к системе

^ = iL, _/(u,)^. = ^L. G)
dv dw dv dw
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Почленно продифференцируем первое уравнение по ш, а второе — по v, и исключим смешанную

производную ywv-
В результате для функции х — x(w,v) получим линейное уравнение

В2т d2r
+ /()|4 0. (8)dw2

' JV '

dv2

Аналогичным образом из системы G) для функции у = y{w, v) имеем другое линейное уравнение

-1=0.
Jdv2 dw L f(w) dw

Взяв некоторое частное решение уравнения (8) х = x(w,v) и подставив его в систему G), простым
интегрированием можно найти у

= y(w,v). Исключив из равенств E) переменную и, получим точное

решение ш = w{x,y) нелинейного уравнения D).

3°. Уравнение (8) при произвольном f(w) имеет простое частное решение

х - C1wv + C2w + C3v + C4, A0)

где СХ,С2,С3, C4 —произвольные постоянные. Подставив его в систему G), получим

-g-=C^ + C2, ^L = -{Clw + Cz)f{w). A1)

Интегрируя первое уравнение A1), находим у =
— Cxv2 + C2v + v(w). Подставив это решение во второе

уравнение A1), определяем функцию <p(w). В результате получим

у = \Cxv2 + C2v - [(C^w + C3)f{w) dw + C5. A2)

Формулы A1)—A2) определяют точное решение уравнения D) в параметрической форме (v
— параметр).

2°. Аналогичным путем можно получить более сложное решение уравнения D), заданное в параметриче-
параметрической форме:

х = Cxv2 + C2wv + C3v + C4w - 2CX / (i - t)f{t) dt + C6,

у = \C2v2 + C4v
- 2Cxv I /(to) dw - f(C2w + C3)f{w) dw + C6.

3°. Используя частное решение уравнения (9) можно получить другое точное уравнения D):

х = -jCjiJ -C2v + C1 I F(w)dw + C3w + CA,

у = {Cj^v + C2)F(w) + C3v + C5, F(w) = J f{w) dw.

См. также уравнение 5.4.4.8, где рассмотрено более общее уравнение и приведены другие решения.

Пример 3. Рассмотрим систему нелинейных уравнений газодинамического типа

, , ч
dw dw . . dv dv

fliW'v)~dx~ + hi-W'V)~d~y~ + fs{w'v)~dx~ + f^W'V)~dy~
=

'

, dw ,
.dw . dv

s
dv

9l(W'V'~dx~ +92^w'v'~q~ +9^W'V^~Q^ +9i(™,v)— =0.

Примем w, v за независимые переменные, а х и у за зависимые переменные. В результате приходим к

линейной системе уравнений (все выкладки проводятся как в первом примере):

dii dec Qxi дх
9i(w,v)- g2(w,v)- 9з(и1,и)-— +g4(w,v)—- =0.

dv dv dw dw

© Литература к разд. В.2: P. Курант A962, стр. 426), Н. Е. Кочин, И. А. Кибель, Н. В. Розе A963),
Б. Л. Рождественский, Н. Н. Яненко A978, стр. 33-34), Г. Г. Черный A988, стр. 253-269), P. A. Clarkson,
A. S. Fokas, M. J. Ablowitz A989), В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин B001 6).
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В.З. Преобразование Лежандра
Для решения нелинейных уравнений с частными производными первого и второго порядков

иногда используется преобразование Лежандра.
Пусть w = w(x, у) — искомая функция. Преобразование Лежандра задается формулами

w(x,y)+u((,rt) = x( + yt), f=-gj. f>=-(^' W

где и— новая зависимая переменная, а ? и г\
— новые независимые переменные.

Из формул A) (используются два следствия первого выражения, полученные путем его

дифференцирования по ? и г\) можно получить:

_

ди
_

ди

С помощью формул A)-B) находим вторые производные:

d2w
_

д2и d2w
_

d2w д2и d2w
_

д2и
~

д2
'

дд
~

дд
~

д?д
'

д2
~

д?
'

дх2
~

дг}2
'

дхду
~

дудх
~

д?дг]
'

ду2
где

д2и> д2и> I д2и> \2 I
_

д2и в2и I д2и \2
~

дх2 ду2 \ дхду ) ' 1
~

д?2 д-ц2 \ дфц) '

дх2 ду2 \ dxdy I
'

J д?2 дг\2 \ д^дт] /

В общем случае уравнение второго порядка с двумя независимыми переменными

dw

' '
dx

'

dy
'

dx2
'

dxdy
'

ду

с помощью преобразования Лежандра A) (при J ф 0) приводится к виду

— ( du du f ди du d2u
T
S2u . д2и \

_

Иногда уравнение D) бывает проще, чем уравнение C).
Пусть и = м(?, rf) — некоторое решение уравнения D). Тогда формулы

. ди ди . . ди ди

определяют соответствующее решение уравнения C) в параметрическом вида.

Замечание. Использование преобразования Лежандра может привести к потере решений,
удовлетворяющих условию J = 0.

Пример. Нелинейное уравнение

dw dw \ d2w I dw dw \ d2w / dw dw \ d2w

~dx~'~dy~) dx2 +9\~дх~'~ду~) dxdy
+ \~вх'~ду') dy2

=

преобразованием Лежандра ()) сводится к линейному уравнению с переменными коэффициентами

B.4. Контактные преобразования
Обобщением преобразования Лежандра являются контактные преобразования. Общим их свой-

свойством является зависимость исходных переменных от новых переменных и их первых произ-

производных. Однако эта зависимость выбирается так, что первые производные исходных перемен-
переменных также зависят только от преобразованных переменных и их производных не выше перво-

первого порядка. Поэтому контактное преобразование не повышает порядка уравнения, к которому

применяется.

Пусть w = w(x,y) — искомая функция. Рассмотрим преобразование
х = Х{?, rj,u,p,q),

= W(?,r),u,p,q),
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где f, г]
— новые независимые переменные, и — и(?, rf) — новая зависимая переменная, а

функции р = р(?, rf), q = q(?, rf) будут определены далее.

Функции X, Y, W не являются произвольными, на них накладывается условие сохранения

касания первого порядка

, dW dW , , , ,t , . ._.

~эх ~дТ dy~p(du~p d(-i *?)> B)

dw = —— dx + —— dy, du - — d? + — dr],
dx dy д? dr]

где р = p(^, r), u,p, q) —некоторый коэффициент пропорциональности.

Преобразование A), удовлетворяющее условию B), будет называться контактным, если

функции р и q задаются как частные производные

ди ди

Из выражений B) и C) получим

, aw , aw

du— pd? — qdr] = 0.

Отсюда следует, что первые производные новых переменных зависят только от первых произ-

производных исходных переменных, и не зависят от старших производных.

Покажем, как найти соотношения между функциями X, Y, W. Дифференцируя первое и

второе выражения A) по х и у по правилу дифференцирования неявных функций [считается,

что f = ?(х, у), г] = г)(х,у)], получим четыре соотношения:

/ дХ дХ дХ дХ \ д? ( дХ дХ дХ дХ \ дц

V d? 9u 9p 9ij / дх \ дг] ди dp dq / дх

( dY dY dY dY \ д(, ( dY dY 8Y 8Y \ дг] _

\ д? ди dp dq I дх \ d-q ди dp dq I дх

( дХ дХ дХ дХ \ д? ( дХ дХ дХ дХ \ дц

VbJ
+ ^u~P+^p-pi + -Ъа~РЧ^

+ Ы + ^и-^^ + -да~Ч^=°'
( dY dY dY dY \ di I dY дУ дУ дУ \ дг] .

( + p+P + p)+{ + q+qt + 4 = 1

Первая пара равенств представляет собой систему линейных алгебраических уравнений относи-

относительно -Ц-, -|2., вторая—относительно ¦§?-, -§jj-- Решив эти системы, можно найти производные

¦^i- z= A, -g2- = В, -|^- = С, -I2- = D, а затем продифференцировав третье соотношение A) по

хи у, можно выразить величины U — ^~, V = ^~ через новые переменные:

.fdW dW dW dW \ „fdW dW dW dW

V d? du dp dqdp dq I V дц ди dp dq

W dW dW dW

При этом следующие из B) условия
—

отсутствие зависимости от вторых производных

dU
_

dV
_

dU
_

dV
_

dU
_

dV
_ n

,
_

¦.

др^ dp? dpv dpv dqv dqv
задают дополнительные соотношения между функциями X, Y, W.

В итоге контактное преобразование можно записать так:

х = Х(?,г),и,щ,иг,),

,u,ui,uTI), D)

U,Us,Uv),
= V(?,t), и, щ,ил).
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Вторые производные w по «старым» переменным выражаются через вторые (и первые) произ-

производные и по «новым» переменным.

В общем случае уравнение второго порядка с двумя независимыми переменными

dw dw d2w d2w d2w

с помощью контактного преобразования D) приводится к виду

ди ди д2и д2и д*и\_п ...

V,u,—, -^,-^г, -щ^, -^) -0. F)

Иногда уравнение F) бывает проще, чем уравнение E). Если и = м(?, rj) — некоторое решение

уравнения F), то первые три формулы D) определяют соответствующее решение уравнения E)
в параметрическом виде.

Пример. Преобразование Эйлера определяется соотношениями

ди ди dw dw ди
х=—, у = п, » =

€-5Г-«, -?-
= €.

-5Г
=

-ЙГ-
Вычисление вторых производных дает

Например, уравнение

dw d2w
_

/ dw \

~ду~ dx2 ~f\V'~dx~J
преобразованием Эйлера линеаризуется:

dt] at;1

® Литература к разд. В.4: M. Г. Куренский A934), Н. X. Ибрагимов A983).

В.5. Преобразования Беклунда. Дифференциальные
подстановки

1°. Пусть w = w(x, у) — решение уравнения

dw dw d2w d2w

а и = u(?, rj) —решение уравнения

„ / du ди d2u д2и д2и \
„ .„.Fi [x,y,u, __,__,——,——,-—_)=0. B)

V дх ду дх2 дхду ду2 I

Говорят, что уравнения A) и B) связаны преобразованием Беклунда
dw dw du du \

V'W'l)x~'~dy~'U'~dx'~dy~)
~

'

dw dw du du \

если из совместности пары A) и C) следует уравнение B), а из совместности пары B) и

C) следует A). Если для некоторого конкретного решения и — u{?,rj) уравнения B) удается

разрешить уравнения C) относительно w = w(x,y), то функция w = w(x,y) будет решением

уравнения A). Соотношения C) называют также дифференциальной связью.

Преобразования Беклунда могут сохранять инвариантным вид уравнения (это дает возмож-

возможность «размножать» решения) или связывать решения разных уравнений (это позволяет из ре-

решений одного уравнения получать решения другого).
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2°. Помимо преобразований Беклунда в математической физике используются также диффе-
дифференциальные подстановки. Для уравнений второго порядка дифференциальные подстановки

имеют вид
Эй ди\

у,и,—,—).
Дифференциальная подстановка повышает порядок уравнения (если она подставляется в

уравнение для w) и позволяет с помощью решений одного уравнения получать решения другого.

Связь между решениями этих уравнений, вообще говоря, необратима и носит односторонний
характер. Дифференциальные подстановки могут быть следствием преобразования Беклунда
(хотя это и необязательно).

3°. Для двух эволюционных уравнений вида

dw
r,

/ dw dn

4
ди „ / ди дпи
—

=F2[X,U,—,...,—
преобразование Беклунда часто записывается в форме дифференциальной связи

dw dmw du dku\ .

содержащей производные только по одной переменной х (вторая переменная t входит неявно

через функции w, и). Эта связь может рассматриваться как обыкновенное дифференциальное
уравнение относительно одной из зависимых переменных.

Пример 1. Уравнение Бюргерса
dw dw d2w ...

~dt ~W~dx dx2

связано с линейным уравнением теплопроводности

du d2u

~dt
~

дх2

преобразованием Беклунда

E)
ох~

du 1
uui = О,

дх 2
F)

ди 1 d{uw)
_

к '

~dt
~

~2 дх
~

Исключая из F) w, приходим к уравнению E).

Обратно: пусть и(х, t) — ненулевое решение уравнения теплопроводности E). Разделив E) на и

и вычислив частную производную по х от обеих частей полученного выражения, с учетом равенства

(ut/u)x = (ид./и)е имеем

Подставим сюда следствия первого соотношения F) (см. первую и последнюю формулу в цепочке

равенств):

ф () > Ш
и 2 и V и ' 2 и 24'

В результате приходим к уравнению Бюргерса E).
Замечание. Первое соотношение F) можно записать как дифференциальную подстановку (преобра-

(преобразование Хопфа— Коула)

w=^. G)
и

Подставляя G) в D), получим уравнение

2utux 2uxxx
и и2

которое можно преобразовать к следующему виду

д

dx U V dt dx2
"
~ '
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Таким образом, всякие решение уравнения линейного уравнения теплопроводности E) формулой G)
переводится в решение уравнения Бюргерса D). Обратное неверно ¦— решение уравнения D) порождает,
вообще говоря, решение более общего уравнения

ди д2и

где /(<)
—

некоторая функция t.

Пример 2. Нелинейное уравнение Шредингера с кубической нелинейностью

.
dw d2w о

где функция w — комплексная функция действительных переменных i и ! (iJ = —1), инвариантно
относительно преобразования Беклунда

dw dw
!

dw dw 1 / dw dw

(
Здесь приняты обозначения

f1=w-w, f2 = w + w, 9l =ieF-2|/1|2I/2)
где a, b—произвольные действительные постоянные, е = ±1.

ПримерЗ. Уравнение Кортевега— де Фриза

dw dw d3w
+6 + =0

dt
'

dx dx3

и модифицированное уравнение Кортевега— де Фриза

ди_ 2 Эй д3и

связаны преобразованием Беклунда

du d2w d . .

W

-dT
= ?-d^-2^{uw)-

Первое выражение (8) представляет собой преобразование Миуры, которое можно записать в виде

дифференциальной подстановки, разрешив (8) относительно w.

® Литература к разд. В.5: G. L. Lamb A974), A. S. Fokas, R. L. Anderson A979), Н. X. Ибрагимов A983,

стр. 151-154), М. Абловиц, X. Сигур A987, стр. 179-181), N. Н. Ibragimov A994).



С. Тест Фукса — Ковалевской — Пенлеве для
нелинейных уравнений математической физики*
С.1. Подвижные особенности решений обыкновенных

дифференциальных уравнений

1°. Взаимосвязь вида обыкновенных дифференциальных уравнений с особенностями их ре-

решений была установлена более ста лет назад. Особенности решений линейных обыкновенных

дифференциальных уравнений точно соответствуют особенностям коэффициентов уравнений.

Поскольку их положение не меняется с изменением постоянных интегрирования, то такие осо-

особенности именуют неподвижными. В случае нелинейных уравнений появляются также подвиж-

подвижные особенности решений, положение которых зависит от начальных условий (от постоянных

интегрирования).
Ниже приведены простейшие примеры обыкновенных дифференциальных уравнений пер-

первого порядка и их решений с подвижными особенностями.

Уравнение Решение Тип особенности решения

и'г = —и и = 1/(.г — zo) подвижный полюс

u'z = 1/и и = 2\/z — го алгебраическая точка ветвления

u'z = е~и и = 1п(г — zo) логарифмическая точка ветвления

uz
= —иIn2 и и = ехр[1/(г — го)] существенно особая точка

Алгебраические точки ветвления, логарифмические точки ветвления и существенно особые

точки решений называются «критическими особыми точками».

2°. В 1884 году Л. Фукс (L. Fuchs) показал, что нелинейные обыкновенные дифференциальные

уравнения первого порядка

и'г = R(z,u)
с рациональной по второму и аналитической по первому аргументу функцией R обладают

решениями без подвижных критических точек (т. е. только с подвижными полюсами) лишь в

случае общего уравнения Риккати u'z = Ao(z) + A\{z)u + A2{z)u2.
3°. Классификация (на комплексной плоскости) обыкновенных дифференциальных уравнений

второго порядка вида

u';z=R(z,u,u'z),
где R = R(z, и, w) — функция рациональная по и и w и аналитическая по г, была проведена
П. Пенлеве (P. Painleve, 1900) и Б. Гамбье (В. Gambier, 1910). Они показали, что все уравнения

данного вида, решения которых не имеют подвижных критических точек (допустимыми счита-

считаются неподвижные особые точки и подвижные полюса) сводятся к 50 классам уравнений. Из
них 44 класса интегрируются в квадратурах или допускают понижение порядка. Остальные 6

классов являются неприводимыми, их называют уравнениями Пенлеве (а их решения
—

транс-

трансцендентными функциями Пенлеве или трансцендентами Пенлеве).

4°. Первое уравнение Пенлеве (в канонической форме) имеет вид

* Разд. С.1-С.З написали В. Г. Байдулов, В. А. Городцов.
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В окрестности подвижного полюса го его решения представимы в виде ряда

а2 = —

-Jq-zo, аз = —

-g-, сч = С, аъ = 0, «6 = -joo"^)

где го иС
—

произвольные постоянные; коэффициенты ап (п ^ 7) однозначно определяются

через го и С.

Второе уравнение Пенлеве (в канонической форме) имеет вид

u"zz — 2и + zu-\- a.

В окрестности подвижного полюса го его решения допускают следующие разложения:

и= h y^bn(z ~zo)n,

h = -jrmzo, bi = -\(rn + a), Ъ3 = С, h = ¦~zo(m+ 3a),

Ьь = 3^ [B7 + 81a2 - 2zl)m + 108q - 216Cz0],
где m = ±1; zo и С — произвольные постоянные; коэффициенты Ъп (п ^ 6) однозначно

определяются через го и С.

Более подробную информацию об уравнениях Пенлеве можно найти в литературе, цити-

цитируемой в конце разд. С. 1. Отметим только, что решение четвертого уравнения Пенлеве имеет

подвижный полюс, а решения третьего, пятого и шестого уравнений Пенлеве имеют неподвиж-

неподвижные логарифмические точки ветвления.

Замечание. В 1888 году С. В. Ковалевской удалось проинтегрировать уравнения движения недефор-
мируемого твердого тела с закрепленной точкой под действием силы тяжести в неизвестном до нее случае.

Был выполнен анализ решений системы шести нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений
первого порядка. При этом решение искалось в виде разложений всех неизвестных величин в ряды с

полюсными подвижными особенностями

u={z- *„)-" [a0 + ai(z - z0) + ...].
Общность решения обеспечивалась нужным (соответствующим порядку системы) числом произвольных

коэффициентов разложений и свободным параметром z0.
Важно отметить, что исследования С. В. Ковалевской предшествовали работам П. Пенлеве по

классификации обыкновенных дифференциальных уравнений второго порядка, который использовал

разложения аналогичного вида.

® Литература к разд. С.1: В. В. Голубев A950), G. M. Murphy A960), A. R. Its, V. Yu. Novokshenov

A986), В. И. Громак, Н. А. Лукашевич A990), В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин B001 а).

С.2. Решения уравнений с частными производными,
имеющие подвижный полюс. Описание метода

По аналогии с обыкновенными дифференциальными уравнениями решения уравнений с част-

частными производными можно искать в виде разложений, содержащих особенность типа подвиж-

подвижного полюса. Положение полюса задается с помощью произвольной функции.
Для простоты изложения далее будем рассматривать уравнения математической физики с

двумя независимыми переменными х, t и зависимой переменной w, которые не зависят явно от

х и t.

1 °. Простейшая схема. Решение ищется в окрестности сингулярного многообразия х—хо (t) = 0

в виде разложения (М. Jimbo, M. D. Kruskal, T. Miwa, 1982):

1
°°

w{x,t) = -±-^Wn(t)en, e = x-xo(t). A)
n=0

Здесь показатель а — целое положительное число, что обеспечивает полюсной характер

подвижной особенности решения. Функция xo(t) считается произвольной.

27 А. Д. Полянин, В. Ф. Зайцев
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Выражение A) подставляется в рассматриваемое уравнение. Сначала из баланса ведущих

сингулярных членов определяются показатель а и главный член разложения uo(t). Затем со-

собираются члены при одинаковых степенях е. Приравнивая полученные выражения (при одина-

одинаковых степенях е) нулю, приходят к системе обыкновенных дифференциальных уравнений для

функций wn(t).
Полученное решение будет общим, если в разложение A) войдут произвольные функции,

причем число этих функций равно порядку рассматриваемого уравнения.

2°. Общая схема. Тест Фукса
— Ковалевской — Пенлеве. Решение уравнения в частных произ-

производных ищут в окрестности сингулярного многообразия s(x,t) = 0 в виде обобщенного разло-
разложения симметричного по независимым переменным (J. Weiss, M. Tabor, G. Carnevalle, 1983):

w(x,t) = ~f^wn(x,t)en, e = e(x,t), B)
n=0

где Etex ф 0. Здесь и далее нижние индексы х и t обозначают соответствующие частные

производные.

Разложение A) является частным случаем разложения B), когда уравнение сингулярного

многообразия разрешено относительно переменной х.

Требование отсутствия подвижных критических точек подразумевает, что а— положитель-

положительное целое число. Решение будет общим, если степень функционального произвола в коэффици-
коэффициентных функциях wn(x,t) и функции разложения e(x,t) будет совпадать с порядком уравнения

(в полном соответствии с теоремой Коши — Ковалевской).
Подставляя выражение B) в уравнение и выделяя (а затем приравниваю нулю) члены при

одинаковых степенях е, получим рекуррентные соотношения для коэффициентов разложения

PN(n)wn = fn(.wo,wi, ¦ ¦ ¦ ,wn-i,et,ex,...).

Здесь P/v (n) — полиномы степени N с целочисленным аргументом п вида

PN{n) — (n + l)(ra- ji){n- ji)...{n- JN-i),

где N
—

порядок рассматриваемого уравнения.

Если корни полинома ji:J2,---,JN-i, именуемые резонансами, оказываются целыми нео-

неотрицательными числами, и выполнены условия совместности

то говорят о выполнении теста Фукса— Ковалевской— Пенлеве* для рассматриваемого уравне-
уравнения. Уравнения, обладающие указанным свойством, часто относят к классу интегрируемых (что

подтверждается приводимостью таких уравнений к линейным уравнениям во многих известных

случаях).

3°. Для первоначальной проверки выполнения теста Фукса
— Ковалевской— Пенлеве для кон-

конкретного уравнения удобно пользоваться упрощенной схемой, основанной на разложении A).
Важные технические упрощения по сравнению с разложением B) обусловлены выполнением

равенств (и>п)х = 0, ех = 1.

Разложение общего вида B), подразумевающее более громоздкие, но вместе с этим более

информативные выкладки, полезно использовать на втором этапе исследования после уста-
установления свойства Фукса

— Ковалевской — Пенлеве. Это позволяет выяснять многие важные

свойства уравнений и их решений и найти вид преобразования Беклунда, линеаризующего ис-

исходное уравнение.

© Литература к разд. С.2: М. Jimbo, M. D. Kruskal, Т. Miwa A982), J. Weiss, M. Tabor, G. Carnevalle
A983), J. Weiss A983, 1984, 1985), R. Conte A989), R. Conte, M. Musette A989, 1993), M. Musette A998).

В зарубежной литературе обычно используется термин «Painleve test».
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С.З. Примеры применения теста Фукса— Ковалевской —

Пенлеве

В этом разделе рассматриваются примеры конкретных уравнений математической физики. Для
их анализа сначала будет использоваться простейшая, а затем общая схема применения теста

Фукса— Ковалевской — Пенлеве, которые основаны на разложениях A) и B) из разд. С.2.

Пример 1. Рассмотрим уравнение Бюргерса

dw dw d2w

~dt+W~dx =I/fo2~
1°. Подставив в уравнение главный член разложения A), имеем

Ч Q^qZq awp
_

иа{а. + l)w0
(х-хо)« (z-zo)"+l (x-xo)*»+i (*-*„)<»+*'

где х0
= xo(t), ш0 = wo(t), штрих обозначает производную по t. Из баланса ведущих сингулярных членов

(соответствуют «отбрасыванию» слева двух первых слагаемых), находим

а = 1, w0 = -2v (n = 0).

Уравнение Бюргерса после подстановки разложения A) и выделения членов при одинаковых степенях

е = х — xo(t) принимает вид

оо

wt + wwx-vwxx = J2En(*)en~3 = °> гДе En(t) =-{n + l){n-2)vwn +...
П5=0

Здесь в выражении для En(i) опущены слагаемые, содержащие последующие члены разложения

w0,... ,wn_1 и функцию xo(t).
Видно, что имеется один резонанс п = 2, для которого удовлетворяется соотношение совместности

(обращается в нуль сумма членов с низшими коэффициентами в рекуррентном соотношении), и функция
w2{t) остается произвольной. Это ясно из вида младших рекуррентных соотношений (соотношение при
п = 2 является следствием предыдущих и не содержит rw2):

-Е0/ш0 = w0 + 2и = 0 (п = 0),

Е2 = K)t = ° (" = 2)-

Таким образом, уравнение Бюргерса удовлетворяет тесту Фукса — Ковалевской ¦— Пенлеве, а его

решение имеет требуемый произвол в две функции. Собирая члены, решение можно записать в виде

w(x,t) = ^—¦ + x'0{t) + w2(t)[x - xo(t)]2 + ...,

X
—

X0(t)

где xo(t), w2{t) —произвольные функции.

2°. Для дальнейшего анализа уравнения Бюргерса используем разложение общего вида B), где

wn = wn(x, t), e = е(х, t). Из баланса ведущих членов получим

а = 1, w0 = —2usx (n = 0).

Рекуррентные соотношения для последующих трех членов разложения имеют вид

Wlex
-

Uexx +st=° (П = X)>
{wlex-uexx+et)x=Q (n = 2),

(w^t - ^Ц)^ + ¦wl{w1)x + [(wow2)x + (et - fexx)w2-

-2i>?x(w2)x + ex(w1w2 + w0w3) - 2uexw3 =0 (n = 3).
Полагая в этих формулах w2 = ги3 = 0, получим согласованный обрыв разложения B) с нулевыми

высшими коэффициентами (wk = 0 при к ~? 2). Оставшиеся равенства позволяют представить решение в

виде

ui = —— + wlt wo — -2vex,

Эти соотношения представляют собой преобразование Беклунда и позволяют строить по одним

решениям уравнения Бюргерса w1 = Wi(x,t) другие решения w = w(x,t). Если выбрать за исходное

решение ш1 = 0, то получим известное преобразование Коула— Хопфа

27*
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сводящее решение нелинейного уравнения Бюргерса к решению линейного уравнения теплопроводности

?< = vtxx.

Пример 2. Рассмотрим уравнение Кортевега
— де Фриза

dw dw d3w

1°. Подставив в уравнение главный член разложения A), получим

(а + 2)w0
_

\*t> uCn ) V О/ V
*~~

О) V QJ

где x0
= xo(t), w0 = wo(t). Из баланса старших сингулярных членов (учитываются два последних

слагаемых), находим
а = 2, ш0 = -12 G1 = 0).

Уравнение Кортевега— де Фриза после подстановки разложения A) можно представить в виде

оо

¦wt + -ш-ш^ + Ь)ххх
— J2 ?'п(*)?П~5 = 0, где En(t) = (п + 1)(п — 4)(п — 6)гип + ...

п=0

Из выражения для En{t) следует, что имеются два резонанса п = 4, п = 6. Выписав в явном виде

первые семь уравнений для коэффициентов разложения A) нетрудно убедиться в выполнении условий
совместности для резонансов:

w0 + 12 = 0 {п — 0),
и>1=0 {п = 1),

ги3 =0 (п = 3),

ем + 6-ш5 = 0 (п = 5),

Соотношения при п = 4 и п = 6 являются следствиями предыдущих и не содержат иL, ш6. Следовательно,

уравнение Кортевега—де Фриза удовлетворяет тесту Фукса—Ковалевской
—Пенлеве. Три произвольных

функции ui4(t), we(t), xo(t) обеспечивают требуемый произвол решения уравнения третьего порядка.

2°. Теперь получим следствие общего разложения, используя сразу возможность обрыва ряда B). После

подстановки в уравнение Кортевега
— де Фриза оборванного ряда с w3

= ъи4 = ... = 0 приходим к

преобразованию Беклунда

w=^Y + — +ш2 = 12Aп е)хх + w2,

etex + w2e2x + Aexexxx - Ъе2хх = 0,

(w2)t + w2(w2)x + {w2)xxx = 0.

Исключив w2 из второго и третьего уравнений, можно вывести уравнение для функции е, которое с

помощью нескольких преобразований сводится к системе линейных уравнений.

® Литература: J. Weiss, M. Tabor, G. Carnevalle A983), J. Weiss A993).

Пример 3. Рассмотрим уравнение Кадомцева— Петвиашвили

д / dw dw d3w \
(+ ) +дх V dt дх дх3 > ду2

которое представляет собой пример интегрируемого обобщения уравнения Кортевега— де Фриза большей

размерности и более высокого порядка.

1°. В многомерных случаях используется аналог разложения A):

1
°°

е
n=o

= x-xo(y,t). C)

Баланс ведущих сингулярных членов для уравнения Кадомцева — Петвиашвили дает такой же

результат, как и в случае уравнения Кортевега
—

де Фриза

а = 2, w0 = -12 (п = 0).
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В результате подстановки разложения C) в исходное уравнение получим

со

wfr + wwxx + wl + wT + aw = 7 en~6En(y,t) — 0,

En(y, t) = (n + l)(n — 4)(n — 5)(n — &)wn + ...

Видно, что имеется три резонанса: п = 4, 5, 6. Для проверки теста Фукса— Ковалевской—Пенлеве

запишем рекуррентные соотношения для первых семи членов разложения

Ео = 1О-шо(шо + 12) = 0 (п = 0),
= 0 (п = 1),

- w2)w0 + w\] = 0 (п = 2),

?3 = a(M>i)vl/ - 2(адо)( - 4а(и>0K/еу - 2[<m>oev!/ - (et + аеу + Wj)^! - ь}ъь)а] = 0 (п = 3),

Е4 = а(иH)уу - (w^t - 2а(иI)„е]/ -

аш^,,,,
= 0 (п = 4),

= 0 (п = 5),

+ {(™з)* + 2а(«'з)!/ев + aw3eyy)+
+ 2[(et + ае^ + w2Wn + угиз + W5W\ + ('"о "^ ^2)шв]} = 0 (п = 6).

Три последних соотношения (которые соответствуют резонансам) в силу предыдущих соотношений

выполняются тождественно и не содержат и>4> ад5> адв- Полученный произвол в четыре функции (е, ш4, иM,
nig) решения рассматриваемого уравнения четвертого порядка указывает на выполнение свойства Фукса—
Ковалевской —Пенлеве.

2°. Использование разложения общего вида с условием обрыва ряда ып = 0 при п > 2 приводит к

преобразованию Беклунда (для упрощения полагаем а = 1)

w = 12(lne)XI. +w2,

etex + 4exexxx
- ^sxx + e2 + w2e2x = 0,

sxt+sxxxx+eyy-w2exx=0,

(W2)tx + Ш2(иJ)г1 + (ад2)г + Мгш + («2M,^ = 0.

Исключив иJ из второго и третьего уравнений, можно получить уравнение для функции е, которое в свою

очередь позволяет перейти к решению системы линейных уравнений, которое в свою очередь позволяет

перейти к решению системы линейных уравнений.

Пример 4. Рассмотрим модельную систему уравнений (В. А. Городцов, 1998, 2000)

dw dw
_

1 дс2 d2w

дс d(wc)
_

д2с

at дх ~Х~дх5'
которая описывает конвективный перенос активной примеси в вязкой жидкости, когда она оказывает

обратное влияние на течение через давление, квадратично зависящее от концентрации примеси. Такими

уравнениями описывается также одномерное течение электропроводной жидкости в магнитном поле с

большим магнитным давлением.

1с. По аналогии с разложением A) представим искомые величины в виде

1
~

п
1
~

6
n=0

E
n=0

Из баланса ведущих сингулярных членов уравнений находим

Рекуррентные соотношения для членов разложения запишем в матричном виде

(п-2)(Х+ !/("-!)) (n-2)e0 I \wn 1
_

Г /п_х'
(п-2)с0 -(п-2)пХ\[сп\ [дп.

Величины /п_ 11 рп_ 1 зависят от функций w0,..., wn_ j, с0,..., сп _ j, Xq . Условие однозначной разре-
разрешимости матричного уравнения относительно указанных старших коэффициентов нарушается при обраще-
обращении в нуль характеристического определителя (случай вырожденной матрицы), и тогда эти коэффициенты

могут оказаться произвольными. Тем самым резонансы определяются из условия

fX(« + !)(" - 2J(« ~ 2 + xlv) = 0
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и все оказываются целыми положительными (за исключением особого резонанса п = — 1) только при

единичном числе Прандтля Рг ее vjx = !¦ Причем один резонанс п = 1 — простой, а другой п = 2 —

кратный, так что в итоге всех резонансов четыре.

Выписав первые три рекуррентных соотношения

wo(wo + 2и) = 0, Wq + v-q (n = 0),
+ wo(et + wi) = °> woci +co(et + wi) = ° («=!).

(wo)t=O, (co)t = O (n = 2),

убеждаемся, что для резонанса п = 1 выполняется условие совместности, поскольку два соотношения при

п = 1 совпадают в силу выражений при п = 0. Кратный резонанс п = 2 также удовлетворяет условию
совместности благодаря постоянству обоих коэффициентов wj0, с0. Отсюда следует, что свойство Фукса—

Ковалевской—Пенлеве для уравнений активной примеси оказывается выполненным (при vj\ — 1).

2°. Используя общее разложение с обрывом рядов при w2 = w3 = ... = 0, с2 = с3 = . •. = 0, получим
преобразование Беклунда для уравнений активной примеси

w = —- +wx, с- -^

е е

Из сравнения с преобразованием Беклунда для уравнения Бюргерса легко видеть, что после перехода в

выписанном преобразовании к разностным и суммарным переменным они совпадут. Действительно при
использовании таких замен переменных в исходных уравнениях при единичном числе Прандтля получается

пара раздельных уравнений Бюргерса:

st + ssx = usxx, s = w + с,

rt+rrx=l/rxx' Г = Ы-С,

каждое из которых, сводится к линейному уравнению теплопроводности (см. пример 1).

Многочисленными исследованиями установлено, что многие известные интегрируемые не-

нелинейные уравнения математической физики обладают свойством Фукса—Ковалевской—Пен-

Фукса—Ковалевской—Пенлеве. Были найдены также новые уравнения с таким свойством. При проверке более сложных

уравнений и систем уравнений на тест Фукса— Ковалевской — Пенлеве могут появляться ре-
зонансы с высокими номерами. При этом трудности аналитического решения быстро нараста-

нарастают. Однако в виду высокой алгоритмичности тест допускает успешное использование методов

символьных вычислений. Например, с помощью системы Maple V удалось провести полную

классификацию интегрируемых случаев уравнений мелкой воды с диссипацией и дисперсией
низших порядков [см. Д. М. Климов, В. Г. Байдулов, В. А. Городцов B001)].

© Литература к разд. С.З: М. Jimbo, М. D. Kruskal, Т. Miwa A982), J. Weiss, М. Tabor, G. Carnevalle
A983), J. Weiss A983), R. Conte A989), M. Musette A998).
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